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Uvod
Urcite ste castokrat sa stretli s takmer oc¢ividnou a velmi doélezitou nerovnostou:

|a+b] <la| +|b], (1)

c¢o plati pre Iubovolné a,b € R. V tomto prispevku si ukazeme jej dosledky, zovseobecnenia
a pouzitia.

Ukéazat nerovnost 1 vieme uvazovanim roznych kombinécii znamienok ¢isel a a b. My vsak
tuto nerovnost vieme dokazat inak.

Dékaz. ZapfSeme ekvivalentnt nerovnost: |a 4 b|* < (a| +[b])* (upréva je v skutocnosti ekvi-
valentnd, kedze |a + b|, (a| 4+10]) > 0). Ked ale roznasobime zatvorky:

ja+ 0" < (a| +|b])*
(a+b)* <|al” + 2lal|b] +[b]"
a® + 2ab + b* < a® + 2|a||b] + b*
2ab < 2|al|b|
ab < |al[0]
ab <|ab|,
¢o zrejme vzdy plati, kedze x <|z| pre vsetky = € R. O

Z ddkazu tiez vidime, Ze rovnost sa dosiahne prave vtedy, ked ab =|ab|, teda prave vtedy,
ked ab > 0, ¢o takmer znamend, Ze a a b maji rovnaky znak'.

Niektoré dosledky

Ak vymenime v nerovnosti 1 b za —b, tak dostaneme:
o — 0] <[a] +1b| (1)
Rovnost sa dosiahne prave vtedy ked ab < 0. Taktiez platia nerovnosti:

lal —[bl] <la +b| (2)
lal —1bl| <la — 0] (2)

'ked ratame, ze nula je aj kladné, aj zaporné &islo.
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Cvicenie 1. Dokazte nerovnosti 2 a 2" a zistite, pri ktorych a a b sa dosiahne rovnost. Hinty:
1

Nerovnost 1 vieme zovseobecnif pomocou matematickej indukcie:
|a1+a+---+an|§|a1|+|a2|+---+|an| (3)

pre lubovolné ay, as,...,a, € R. Rovnost sa dosiahne prave vtedy, ked a,a; > 0 pre vSetky
ii=1,2,....n,i%#j.

Cvicenie 2. Dokazte nerovnost 3.

Teraz sa pozrieme, ako funguju dokazané nerovnosti.

Niekolko tloh

Zacneme ulohou, v rieseni ktorej sa pouziva metoda dokazu nerovnosti 1.

Uloha 1 (XV Moskovské matematicka olympidda). Dokazte, Ze pre také z,y € R, |z| <
L,|ly| < 1 plati:

r—1y
1—xzy

Riesenie. Zapiseme ekvivalentnii nerovnost:

r—=y
<1

1—ay

lz -yl <1

1 — zy|

[z =y <[t — =yl
a umocnime ju na druhi: (z —y)? < (1 —xy)?. Stadi len opét urobit algebraické manipuldcie:
z? — 2xy + y2 <12 - 2xy + :v2y2
2y -2 —y*+12>0
(¢ = D~ 1) >0,
¢o zrejme plati, kedZe 22 < 1 a y? < 1. O
Rovnako si vSimneme, Ze nerovnost plati aj v pripade, ked |z| > 1,]y| > 1.

Cvi¢enie 3. Co mézeme povedat o realnych éislach x,y ked o + 3 > |1 + zy|? Hinty: 2
Uloha 2 (LIX Moskovska matematickd olympiada). Pre redlne ¢isla x,y, z plati:

| <ly =2l .|yl <z —a],]z| <|lz—y]. (*)
Dokazte, ze jedno z ¢isel x, y, z rovna sa suctu dvoch inych.

Riesenie. Ked aspon v jednej nerovnosti plati rovnost, napr., ked |z| = |y — z|, to bud = =
y—z,ateday=x+ 2z, alebox =2 —y, ateda z=2+y.
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*

Teraz predpokladajme, Ze vSetky nerovnosti * st ostré. Potom x? < (y — 2)%,y? < (2 —

r)% 2% < (z — y)?, alebo:
(x—y+2z)(x+y—2) <0,
(y—z+a)(y+2—2) <0, (**)
(z—z+y)(z+z—y) <0,

teda to, ze lavé strany “* si zdporné. Ale, ked vyndsobime vsetky Tavé strany, dostaneme:
(z+y—2)r+z—-y)>2(y+z—2)

Toto ¢islo je kladné. Preto systém “* nema rieSeni, kedZe stucin troch zapornych cisel je vzdy
zaporny. O]

Uloha 3 (LVIIT Moskovské olympidda). Dokazte, ze pre Tubovolné z,y, z € R plati
lz| +ly| +1z| <|lzr +y—z|+|lx+ 2z —y| +|ly + 2 — x|
Riesenie. Pouzijeme 1:

lt+y—zl+lz+z—y|>|le+y—z+2+2—y|=2x|.

Analogicky,

Tty —zl+ly+z—al=22)yllz+z—-y[+|y+2—2| =27
Scitanim tychto troch nerovnosti dostaneme nerovnost zo zadania. O]
Uloha 4. Nech méme aq,as,...,a, € R. Vieme, ze absolitna hodnota stétu lubovolnych

dvoch tychto ¢isel nie je vicsia 2. Dokéazte, ze |ay + ag - - - + a,| < n.
Riesenie. Pouzijeme nerovnost 3:

2-ay + ag -+ ay| =[2a1 + 2as - - - + 2a,)|
=|(a1 + az) + (az + az) + -+ + (@p_1 + a,) + (an + a1)|
<l|ay + as| +|az + az| + - - - +|an, + a1
< 2n,

z ¢oho vidime |a; + as - - - + a,| < n. O
Uloha 5. Pre ktoré redlne a, b, ¢ rovnost

laz + by + cz| +|bx + cy + az| +|cx + ay + bz| =|z| +|y| +|2|
plati pre Iubovolné realne x,y, 27

Riesenie. Sktisme dosadif nejaké konkrétne hodnoty z, vy, 2. Ked dosadime © = y = z = 1, tak
vidime, ze musi platit|a + b+ ¢| = 1. Ked dosadime x = y = 0, z = 1, dostaneme |a|+|b|+|c| =
1. Ked dosadime z = 1,y = —1, 2 = 0, dostaneme |a — b|+Hb — ¢|+c — a| = 2. Teraz si moézeme
pripomentt podmienku, kedy nerovnost 1 sa obrati na rovnost. Mdme|a + b + ¢| =|a|+b|+c|,
¢o znamena, ze ab, be, ac > 0. Zaroven mdzeme skusit pouzit nerovnost 1”:

a — bl <[a| +[0] ,[b — ¢| <[b] +]c] e — a| <[a] +]c].
Ked s¢itame ich, dostaneme:

2=la—bl+[b—cf +|c—a| <2(a] +[b] +|c]) = 2.
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Cize aj tu mozeme pouzit podmienku na to, kedy v neostrej nerovnosti nastane rovnost: musi
platit ab < 0,bc < 0,ac < 0.

7 tychto dvoch podmienok ale ab = bc = ca = 0. Cize nejaké dve &sla st nuly. Ked
dosadime do povodnej rovnice napr. a = 0,b = 0:

|ez] +ley| +lea| =] +]yl +]=],

z ¢oho vidime, ze|c| = 1, a teda ¢ = +1.
Odpoved: dve z ¢isel a, b, ¢ st nuly, tretie je £1. O

Uloha 6. V bodoch A, As, . .., A, na kruznici st v nejakom poradi rozloZené &isla 1,2, ..., n.
Ak4 je najmensia mozna hodnota siuctu n absolutnych hodnot rozdielov susednych cisel?

Riesenie. Nech ¢islo 1 je v bode A;, a ¢islo n je v bode Aj. Nech v smere proti hodinovych
ruciciek na kruhovom obliuku A;A; su ¢isla aq,as,...,a,_k, a v smere hodinovych ruciciek:
bla b?a s 7bk—2~

Stucet absolttnych hodnét je potom rovny:

b1 = 1 +[by = bi| + -+ +|bg—2 — n| +]a1 — 1] +[az — a1| + -+ - +|an—t — n|
>y —14+by—by+b3—by+---+bo—n+a—1+a—a+-+ap—n|=2(n—-1)

Posledné, c¢o treba spravit, aby vyriesit tlohy, je ukazaft, je existuje taka konfiguracia, kedy
vysledok bude 2(n — 1). Vidime, aka? O

Vektory (a komplexne cisla?)

Nerovnost 1 plati aj pre vektory, napr. 2D alebo 3D. Ukazeme si, preco.

Dokaz. Nech a a b st 2 nenulové vektory. Nech maju spoloény zaciatok v bode O.

Ked vektory nie st kolinedrne, tak ich stucet vieme znazornif pomocou diagonaly rovno-
beznika, a potom kvoli trojuholnikovej nerovnosti musi|a + b| <|a| +|b].

Ked st kolinearne, tak bud st rovnako nasmerované, a tym padom |a + b| = |a|+|b|, alebo
st nasmerované opacne, a tym padom |a + b| = |a| —|b]|| <|a| +|b]. O

Rovnako vidime, Ze z nerovnosti nastane rovnost prave vtedy ked aspon jeden vektor je
nulovy alebo ked vektory st rovnako nasmerované.

Komplexne cisla

Pre komplexné ¢isla plati to iste, ¢o pre vektory, kedze kazdému komplexnému ¢islu z = a+ bi
zodpoveda vektor z = (a, b).

Niektoré dosledky

Najprv vieme vyjadrit nerovnost pre 2D vektory pomocou redlnych ¢isel. Nech a = (a,b) a
b = (¢,d)

|a +b[ <[a] +|b|
\/(a+c)2+(b+d)2 < Va2 + b2+ V2 + d2.
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Cvicenie 4. Dokazte, ze nerovnosti 1/, 2, 2/, 3 platia aj pre vektory (teda aj pre komplexné
¢isla). Hinty: 3

Zaroven z 3 vyplyva pre vektory vi = (ay,b1),ve = (a2, b2),...v, = (an, b,) nerovnost:

\/(a1+a2-~-—|—an)2—|—(bl+b2+---+bn)2§\/a%%—b%—l—\/a%—i—b%%—---%—\/a%—l—b%

pre Iubovolné realne aq,...,a,,b1,...,b,.

Uloha 7. Z bodu O v rovine nakreslili niekolko vektorov tak, Ze stéet ich dlzok rovna sa 4.
Dokazte, ze mozno vybrat niekolko vektorov tak, ze dlzka ich suc¢tu je viac ako 1.

Riesenie. Zavedieme pravouhly suradnicovy systém xQy tak, aby ani jeden z vektorov ay, as, . .., a,
nebude lezat ani na osi Oz, ani na osi Oy”. Okrem toho, rozdelime vSetky vektory na 4 skupiny
podla toho, v akom kvadrante sa vektor nachadza.

Podla zadania 1" ;|a|, = 4. Nech a; = (x;,y;). Vtedy |a;| = \/2? 4+ y?. Podla toho, ako
sme vybrali siradnicovy systém, musi platit \/? + y? <|z;| +|y:| (preco?). Preto

4= lail <Y |l + D vl
=1 =1 =1

Potom ale zo $tyroch polpriamok musi existovat aspoii jedna taka, ze stcet dlzok projekei
vektorov na tuto polpriamku je viac ako 1. Vtedy ale dlzka sucétu vektorov, ¢o lezia v zod-
povedajtcej polrovine bude vadsia ako 1, kedze dlzka stctu projekeif je rovnd stcétu dizok
projekcii jednotlivych vektorov, a ta bude ostro vicsia ako 1. O]

Este jedna nerovnost

Ucastnikom 10. celozvizovej (sovietskej) matematickej olympiddy bol pontknuty pozoru-
hodny problém.

Uloha 8. V rovine méme vektory a, b, c,d, siucet ktorych je 0. Dokazte nerovnost:

|a] +[b| +|c[ +|d| >|a +d| +[b+d| +[c+d]. (4)

Predtym, ako sa pustit do dékazu, urobime si niekolko poznamok.
Nech a, b, ¢ su vektory v rovine. Ked dosadime v 4 d = —a — b — ¢, dostaneme nerovnost:
|a+b| +[b+c| +|c+af <|a| +[b] +[c[+]a+ Db +c]. (4')

Dokazeme najprv nerovnost 4’, a teda aj 4, pre realne ¢isla.

Uloha 9. Dokézte, Ze nerovnost
@+ b +[b+ c[ +[c+ a| <|a] +[b] +[c] +|a+ b+ ¢]

plati pre vsetky redlne a, b, c.

2to, ze taky systém existuje, je pomerne zrejme: vektorov mame koneény pocet, ¢ize len kone¢ne mnozstvo
moznych nakresleni osi bude zlé, ale moznosti nakreslit osi je nekonecne vela
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Riesenie. Nerovnost urcite plati, ked vsetky ¢isla si nezaporné (resp. nekladné), a taktiez ked
jedno z nich rovna sa nule.

Ak nerovnost plati pre nejaku trojicu a, b, ¢, tak plati aj pre trojicu —a, —b, —c. Teda bez
ujmy na vseobecnosti nech a > 0,b > 0, ¢ < 0. Potom mozeme vydelit ¢islom a obidve strany
nerovnosti, a urobif substiticiu z = % >0,y=<<0.

Dostali sme teda nerovnost

1+z|+lz+yl+11+y| <1+]z| +|y| +]1+z+yl,
ktoru treba dokézat pre z > 0,y < 0. Ocividne || = z, teda staci dokazat
[z +yl+[L+yl <[yl +[1 + 2 +yl.

Ak y > —1, tak|l + z + y| =|z + (1 + y)| =|z| +|1 + y|, kedZe z, (1 +y) > 0, tym padom
nerovnost sa zredukuje na |z + y| <|z| +|y|, ¢o je 1.

Ak y < 1, tak|l + y| = —1 — y, a potom dostaneme nerovnost |1 + x + y| > |z +y| — 1, co
plati kvoli 2. 0

Pomocou dokazanej nerovnosti sa da dokazat aj nerovnost pre vektory. Ten dokaz, aj ked
je efektny a ma hlboké myslienky, vyzaduje poznatky z integralov. Preto ¢itatel je odkazany
na literatiru.

My vSak vratime sa k rieseniu tlohy. Kli¢ovym rozdielom pre dokazovanie nerovnosti pre
vektory je to, ze nevieme jednoducho sa zbavit funkcie ||, kde (moZno) treba sa pozriet len
na 2 pripady.

Cize, treba hladat iné riesenie. Napr., geometrické.

Riesenie. Vsimneme si niekolko veci. Najprv, nerovnost plati pre Stvoricu a,b,c,d prave
vtedy, ked plati pre nejakil permutéciu tejto stvorice. Napriklad, kedze a+b+c+d = 0, tak
a+b=-c—d, tedaja+ b| =|c + d|. Teda z nerovnosti

|a +[b] +[c| +[d| = |a+d| +[b +d| +[c+d].
vieme dostat
|a +[b] +[c| +[d| = [b+c[+|b+d|+|a+b],
¢o je nerovnost pre stvoricu a, c,d, b.
Okrem toho, ak nejaky vektor je nulovy (napr d = 0), tak rovnost trividlne plati:
|a[ +[b[ +[c| +[0] =[a+ 0] +[b + 0[ +|c +0].

Ak stcet niektorych dvoch vektorov je nulovy (napr. a + b = 0), tak potom sicet dvoch
inych je tiez nulovy, a preto plati:

la| +|b| +|c| +|d| =|a] +|b| +2|d| >|a+d|+|b+d|.

V tomto bode teda mozeme predpokladat, Ze ani jeden vektor nie je nulovy, a sucet
lubovolnych dvoch tiez nie je nulovy.

Nakreslime teda postupne AB = a, BC = b, CD = c, DA = d. Dostaneme uzavrett
lomenu ¢iaru. Ak tato ¢iara pretne samu seba, tak to by mohlo ist. Naozaj, nech AB pretina
CD v bode E. Podla trojuholnikovej nerovnosti musi platit AC < AE+FEC, BD < BE+FED.
Potom AC + BD < AE + EB+ CE + ED = AB + CD. Dalej: CA=c+d,DB =d +a,
¢ize CA=|c+d|, DB=|d+a|. AB=a,CD = c. Preto

la+d[+|c+d| <[a] +]c].

Ked pripocitame trojuholnikovii nerovnost pre b, d, dostaneme pozadovani nerovnost.
Aby dokoncit dokaz, staci potom ukazat si, ako sa da vhodnou permutaciou nakreslit
vektory tak, aby sa pretinali. O
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Cvicenie 5 (Koniec dokazu ulohy). Ukazte, ze pre Iubovolné vektory a, b, c,d zo zadanie
vyssie vieme nakreslit loment c¢iaru tak, aby cCiara pretla seba.

Riesime tulohy
CvicCenie 6. Vyrieste rovnice:

9

1. ‘x2—3x+1‘+’2x2—x—1‘ :‘3:132—426

2. |z =1 +|z+ 1] +|z = 2| +|z+ 2| + - - - +|z — 100| + |z + 100| = 200z

Cvicenie 7. Vyrieste nerovnosti:
1. M1 —2?| = |2? - 3z + 2” > 3|z — 1];

2. /1 —sin2zx +|sinz| < cos z;

3. ‘2Sinx+2cosa:+tanx+cotx+ L4 1

sinx cos T

<2

Cvicenie 8. N&jdite minimum funkcie:
L.y =|z = 3| +|z] +|z + 3| 4|z + 5|;
2.y :’xQ + 3z + 1‘ +‘x2 — 1’ +[3z — 2|.

Pre ktoré x funkcie nadobtdaju tie minima?

Cvicenie 9. Dokazte nerovnost:

|al 0] c] la+b+c¢|
+ + > :
1416 14|  14]a] — 14+]a+b+ ]
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Hinty

1. Dosadite x,y,x — y,x + y do nerovnosti 1, resp. 1’. Alebo priamo urobte rovnaky trik, ako v
dokaze nerovnosti 1.

2. Zopakujte postup z ulohy.

3. Mozeme zopakovat postup z predchddzajicich dokazov?

8/8



