: Trojsten

Funkcionalne rovnice a iné

Dominik Rigasz (dominik.rigaszQtrojsten.sk)

1 VsSeobecné techniky (sudoku)

Najzékladnejsou a najvseobecnejsou metodou je dosadzovanie. Dobré rady, ako a ¢o dosa-
dzovat:

« Dosadzujeme pekné konstanty (neutralne prvky vzhladom na scitanie, ndsobenie)
ako 0, 1, —1, podla situdcie aj iné. SnaZime sa v nich vypoéitat funkéné hodnoty.

+ SnaZime sa vynulovat alebo skonStantnif niektoré vyrazy v argumentoch funkcif
(napriklad ked mdme f(z + y), tak mdzeme skusit y := —x).

 Snazime sa eliminovat vyrazy na opaénych stranich rovnice (napriklad ked mame
na jednej strane f(z + 2f(x)) a na druhej f(y + f(x)), tak volbou y := z + f(z) tieto
vyrazy eliminujeme).

« Vyjadrovanie vyrazov dvoma spésobmi. Ked napriklad méme vztah f(x +y) =
V(z,y), tak f(4z) = V(3z, z), ale rovnako f(4z) = V(2x, 2x), teda V (3z,z) = V(2x, 2x).

« Symetrie v premennych. Ked napriklad mdme xyf(f(x)f(y)) = f(z) + y, tak
zdmenou z, y sa lavd strana nezmeni a porovnanim dostaneme f(z) +vy = f(y) + .
Casto si musime symetriu v rovnici dotvorit nejakym dosadenim.

Casto je velmi uZitocné robif ivahy o vlastnostiach hladanej funkcie, ktoré poznéte zo
skoly. Najcastejsie a najpouzivanejsie su:

« Parnost a neparnost. Daju sa dokazovat napriklad z rovnic f(2?) = zf(x), resp.
f(x?) = 2 f(x), dosadeniami, v ktorych zmenime znamienka niektorych premennych.

« Prostost (injekcia). Dokdzat sa dd zo vztahov, kde mame vSetky z-ké& zabalené v f,
az na jedno. Sila injektivity je, Ze ndm dovoluje skrtat f-ka. Napriklad z f(f(z)) = f(z)
dostaneme f(x) = z. Prostost ¢asto v tlohach suvisi s periodicitou (MEMO 2024
T-2).

« Na (surjekcia), resp. uvazovanie oboru hodnot. Tato vlastnost sa da vidiet z rovnic,
kde méme nejaki volnt premenntt mimo f-iek. Casto nevieme dokézat surjektivitu fun-
kcie na cely obor. Niekedy vSak staci poznat len ¢ast oboru hodnét. Typickym prikladom
je ukdzat, ze funkcia m4 nulovy bod.

Existuje mnoZstvo dalsich trikov a figlov, kreativite sa medze nekladd. Z ¢asu na Cas,
najmé v tazsich tlohéch, sa daji uplatnit aj nasledujiice metédy:

« Vyriesit rovnicu v menSom obore (napriklad v Q) a rozsirit rieSenie na vacsi obor
(napriklad R).
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e Nielen s predchidzajicim bodom je spojenda aj matematickd indukcia. Napriklad
zrovuice f(z+1) = f(x)+1 ziskame f(x+n) = f(x)+n. Aj takéto malé zovSeobecnenia
sa mozu hodit.

o Pouzitie monoténnosti, ¢i inych nerovnosti tykajtucich sa funkénych hodnot. Nerov-

nosti st obzvlast uzitoéné pri funkcionalkach nad R*.

« Pouzitie periodicity funkcie. Plati, ze ak ma funkcia kazdt moznu redlnu periddu, tak
uz je konstantna.

« Pouzitie fixnych bodov (bodov, kde f(t) = t).

« Dosadit zadanie samé do seba, aplikovat podmienku samt na seba. Napriklad ak
mame f(z+y) = f(z)— f(z+22f(y)) (KMS 46-Z2-10) tak mozeme skusit y := 22 f(y),
¢im vyuzijeme podmienku v samej sebe, a mozno nieco dostaneme.

+ Definovat nové funkcie — napriklad ked tusime, Ze f(z) = 2?2 je jediné rieSenie, tak
nie je na Skodu oznacit g(z) = f(z) — 2% a prepisat pdovodnt rovnicu v g, o ktorej
chceme dokézaf, 7e je nulové. Casto to nemusi priniest ni¢ zdsadne nové, ale moze to

situaciu vyrazne sprehladnit.

« Dostat additivitu (Cauchyho funkcionalna rovncia).

2 Kilasiky (lahsie tlohy)

Pri tlohach, kde je iba rovnice vzdy hladdme vsetky funkcie f : R — R také, Ze pre vSetky
x,y € R plati dand rovnost.

Cvigenie 1. f(zy+ 1) + f(z +y) = (f(z) + D)(y + 1)

Cvitenie 2. f(f(z) + f(y)) = /(z) +

Cvicenie 3 (Varovnd). f(z+ f(y)) = f(z) + f(y)? + 2z f(y)

Cvicenie 4 (Varovnd). f(z* +y) + f(f(z) —y) = 2f(f(z)) + 2¢>

Cvicenie 5. Nijdite vsetky rastice funkcie f : R — R také, ze pre vSetky x € R plati
f(f(z) = 2.

Cvicenie 6. Najdite vsetky funkcie f: R\{0,1} — R také, ze pre vSetky = € R\{0, 1} plati

f(x)—i—f( ! )zm.

11—z

Cvicenie 7. N4ajdite vSetky funkcie f : Rt — RT také, Ze pre vSetky =,y € R plati
(1I+yf(@)1-yf(z+y) =1
Cvicenie 8. Najdite vsetky funkcie f : Q — Q také, Zze pre vSetky z,y € Q plati
flz+y) = flz)+ fy).
Cvicenie 9. Najdite vSetky funkcie f : R — R také, ze pre vSetky z,y € R plati
fly —zy) = fle)y + (= 1)*f(y).
(CKMO 2017 P3)
Cvicenie 10. N§jdite vSetky funkcie f : RT — RT také, Ze pre vSetky x,y € RT plati
1
F@)f(y) = fy)f(@f(y) + e
(CKMO 2011 P6)
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Funkcionélne rovnice a iné 3 A-FUNKCIONALKY

3 A-funkcionalky

CvicCenie 11. Pre vsetky dvojice (a, ) nezapornych redlnych ¢isel, pre ktoré o + 5 > 2,
najdite vsetky funkcie f: R — R splilajice pre vietky realne &isla ., y nerovnost

f@)f(y) < fzy) + ax + By.
(MEMO 2023 1-1)

Cvicenie 12. Urcte vSetky k € Ny, pre ktoré existuje funkcia f: Ny — Ny takd, ze f(2024) =
k a pre vsetky n € Ny plati

f(f(n) < f(n+1) = f(n).
(MEMO 2024 1-1)
Cvicenie 13. Nech f: Rt — R* je funkcia takd, Ze pre vSetky z,y € R* plati
y 2% () > 2 f(y).

Ukéazte, ze existuje prirodzené ¢islo ng také, ze pre vsetky prirodzené n > ngy a vsetky redlne
x > 0 plati
fMz) ==

(MEMO 2025 1-1)

Cvitenie 14 (Tazdia). Néjdite vietky funkcie f: R — RT také, Ze pre vietky z,y € R¥,
plati
Flay) + f@) = ) f(2f @) + F@) £ ()

a existuje nanajvys jedno &islo a € RT, pre ktoré f(a) = 1.
(MEMO 2025 T-2)
Cvicenie 15. Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vsetky =,y € R plati
yf(x+1) = flx+y— f(@) + f2) f(f ().
(MEMO 2024 T-2)
Cvicenie 16. Dana je funkcia f : N — N taka, ze pre vsetky m,n € N plati
fn+ f(n))(m + f(n)) = (f(2m) 4+ 2f(n)) f(n).
Urcte vsetky mozné hodnoty (a) f(2022), (b) f(2023).
(MBL-B 2023 QQ)
Cvicenie 17. Najdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vsetky =,y € R plati
flay + f(2*) = 2 f(z +y).
(Vyberko 2025 A2)
Cvicenie 18. Nech f: R — R je funkcia taka, ze pre vSetky z,y € R plati
flx+y)flz—y) > fx)* = f(y)*
Predpokladajme, Ze existuji nejaké o, vy € R, pre ktoré je nerovnost vyssie ostra. Ukdzte,

ze bud pre vSetky x € R plati f(x) > 0, alebo pre vSetky z € R plati f(x) < 0.
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Funkcionélne rovnice a iné 3 A-FUNKCIONALKY

(ISL 2023 A2)
Cvicenie 19. N4jdite vSetky funkcie f : Rt — RT také, ze pre vSetky =,y € R plati
o(f(@)+ F) = (FUF(@) +y) ().
(ISL 2023 A4)

Cvicenie 20 (Taiéia). Néjdite vsetky funkcie f : (0,00) — [0,00) také, ze pre vSetky x,y €
(0, 00) plati
fle+yf(x) = f@)f(z+y).

(CAPS 2025 P6)

Cvicenie 21 (Tazsia). Néjdite vietky funkcie f : Rt — R* také, 7e pre vietky z,y € RT
plati
fle+yf(e) =xf(1+y).

(EMC 2024 Senior P4)

Cvicenie 22. N§jdite vSetky funkcie f : RT — RT také, Ze pre vSetky z,y € RT plati

flzy+ f(z) =z f(y) +2.
(USAMO 2023 P2)

Cvicenie 23. N4jdite vSetky funkcie f : Rt — RT také, zZe pre vSetky z,y € R plati

fa) = fla+y) + flz+22f(y)).
(KMS 46-Z2-P10)

Cvicenie 24 (Tazsia). Najdite vietky funkcie f : R — R také, 7e pre vietky z,y € R plati

ffW) + fly) = f(x+y)+ flay).
(iKS 14-3)

Cvicenie 25. Nijdite vsetky funkcie f : R — R také, ze pre vsetky x,y € R plati

flafy)+2° +y) = f(@)f(y) +zf(x) + f(y).
(KMS 47-Z2-P10)

Cvitenie 26 (Tazsia). Néjdite vietky funckie f : Rt — R* také, 7e pre vietky z,y € RT
plati
af(z+y)+ flzfly) + 1) = f(zf(z)).

(Vyberko 2026 A3)

Cvicenie 27. Néjdite vsetky funkcie f : R — R také, Ze pre vietky = € R existuje prave
jedno y € RT splnajuce
zf(y) +yflz) <2

(IMO 2022 P2)
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Funkcionélne rovnice a iné 4 C-FUNKCIONALKY

Cvicenie 28. Urcte vsetky funkcie f : R — R, ktoré pre vsetky z,y € R spiﬁajﬁ
f(f(z) +y) = f(2)® +2yf () + f(y).

(IMSC 2026 Mock A2)

Cvicenie 29. N4jdite vSetky funckie f : Rt — RT také, zZe pre vSetky z,y € R plati
fly+f(x) = f(x) +yf(y) + 3.

(Kvalifikdcia 2025 A2)

Cvicenie 30. Najdite vsetky funkcie f: Q — Q také, ze pre vSetky x,y € Q plati
flaf(@)+y) = fy) +2°
(EGMO 2021 P2)

Cvicenie 31. Nijdite vsetky funkcie f : Ryg — Ry také, Ze pre vsetky x,y € R plati

P4 P )+
2 - 2 -

(IMO 2026 P5)

4 C-funkcionalky

Pri itera¢nych funkciondlkach (teda takych, kde sa ndm vyskytuje f vnorené do seba velakrat)
sa Casto oplati situdciu zndzornit grafom, konkrétne orientovanym grafom kde vrcholy st
prvky definiéného oboru f, a Sipka ide z = do y prave vtedy ak f(z) = y.

Definicia 1. Nech f je funkcia. Pre prirodzené n budeme znacit

f'(x) = (fo---of)(w) = f(f(- fz)...)),

n-Krat n-Kréat

teda f aplikované n-krat na z, a pre n = 0 dodefinujeme f°(z) = z. Keby sme ndhodou chceli
zapisat n-td mocninu hodnoty f(z), napiSeme (f(z))™.

Vsimnime si niekolko uZitoénych pozorovani:

e Funkciam f : M — M zodpovedaji prave tie grafy na mnozine vrcholov M, kde z
kazdého vrcholu vychadza prave jedna sipka.

 Pre funkciu na koneénej mnoZine sa cesta z lubovolného vrcholu zacykli.
e Nech z le#{ v cykle dizky k na funkeii f. Potom f™(x) = z prave vtedy, ked k | n.

o Funkcia uvazovand ako graf je: (1) prosta (injektivna), ked do kazdého vrcholu vedie
najviac jedna $ipka, (2) na (surjektivna), ked do kazdého vrcholu vedie aspori jedna
Sipka, (3) bijektivna, ked do kazdého vrcholu vedie prave jedna $ipka.

e Nech M je koneéna mnozina. Potom je funkcia f : M — M prosta prave vtedy, ked je
na.
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Funkcionélne rovnice a iné 4 C-FUNKCIONALKY

« Bijekcia pozostava len z navzijom disjunktnych cyklov a obojstrannych retazi.

o Prosta funkcia pozostéava len z navzajom disjunktnych cyklov, jednostrannych retazi
a obojstrannych refazi. Pociatoéné vrcholy jednostrannych refazi si pritom presne tie
prvky, ktoré chybaji v obore hodnot.

Ulohy s iterdciami dokdzu byt dost réznorodé a okrem vSeobecnych funkcionalkovych
trikov a uvedenych pozorovani je ¢asty aj extremalny princip: Na cykloch sa moze oplatit
pozriet sa na najvicsi alebo najmensi prvok. Rovnako tak moze niekedy pomoct minimalny
prvok oboru hodnot. Castd je tiez indukcia.

Uloha 1. Je dand funkcia ¢ : N — N. Skonstruujte f : Z — Z takq, 7e f™(z) = 0 mé presne
g(n) rieseni pre kazdé n € N.

Uloha 2. Nijdite vietky funkcie f: N — N, ktoré pre vietky n € N spiﬁajﬁ

fn) + f(f(n) + f(f(f(n))) = 3n.

Uloha 3. Rozhodnite, ¢ existuje funkcia f : Z — Z spliiajtica f(f(n)) = 3n pre vsetky
n € 2.

Cvicenie 32. St dané a, k € N. Dokézte, Ze funkcia f : N — N splifajica f%(n) =n+a pre
kazdé n € N existuje prave vtedy, ked & | a.

Cvicenie 33. Najdite vSetky prirodzené k, pre ktoré existuja funkcie f : N - Nag: N —- N
také, 7e g nadobtida nekone¢ne vela hodnét a 9™ (n) = f(n) + k pre kazdé n € N.

(MEMO 2020 I-1)

CvicCenie 34. Najdite vsetky polynémy P € Z[X] také, ze pre vsetky x € Z a vsetky n € N
plati n | P"(z) — x.

(Israel TST 2020)

Cvicenie 35. Dand je konecnd (neprazdna) mnozina S. Povieme, ze funkcia f : S — S je
n-td mocnina, ak existuje funkcia g : S — S taka, ze f(x) = g"(z) pre vsetky x € S. Ukézte,
ze ak f: S — S je n-tou mocninou pre vSetky n € N, tak potom f(f(z)) = f(x) pre vSetky
reS.

(Baltic Way 2024)

Cvicenie 36. Nech S je konetna mnozina, a nech A je mnozina vsetkych funkcii z .S do S.
Nech f € A, anech T = f(S) je obraz mnoziny S pod mapovanim f. Predpokladajme, ze
fogof#go fogprekazda funkciu g € A\ {f}. Ukazte, ze f(T)=T.

(ISL 2017 A3)

Cvicenie 37. Nech S = {1,2,...,n}. Funkcia f : S — S je krutoprisna, pokial pre kazdé
k € S plati f/®) (k) = k. Dokédzte, Ze kazd4 krutoprisna funkcia ma asponn P + 1 pevnych
bodov, kde P je pocet prvocisel v intervale (y/n,n].

(PraSe 36-4p-7)

Cvicenie 38. Urtte vietky podmnoZiny S mnoziny {2°,2% 22 ...}, pre ktoré existuje funkcia
f: N — N taka, ze
S={fla+b) = fla) = f(b) | a,b € N}.
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Funkcionélne rovnice a iné 4 C-FUNKCIONALKY

(ISL 2024 A4)

Cvicenie 39. Striktne rasticu funkciu f : N — N nazveme centrdlnou, ak pre vSetky n € N

plati
S+ 7R +---+ f(f(n)
fn)
Ukazte, ze existuje (fixnd) funkcia g : N — N tak4, Ze pre Tubovolnt centrdlnu funkciu f
existuje nekonecne vela ¢isel n € N takych, ze g(n) = f(n).

= f(n).

(EGMO 2025 P2)

Cvidenie 40. Nech f: N — N je funkcia takd, Ze pre Iubovolné k € N plati, Ze mnoZina

{f(0), f(2),..., f(k)}
obsahuje prave f(f(k)) roznych prvkov. Ukazte, ze f(f(f(k))) = f(k) plati pre vSetky k € N.
(EMC 2025 Senior P2)

Cvicenie 41. Konetna mnozina S kladnych celych ¢isel sa nazyva Zirafovd, ak S obsahuje
celé ¢islo |S], kde |S| oznacuje pocet rdznych prvkov v S. Majme funkciu f: N — N, taka ze
pre lubovolnu Zirafovit mnozinu S plati, ze mnozina f(S) je tiez zirafova, kde f(S) := {f(a) :
a € S}. Néjdite vSetky mozné hodnoty f(2024).

(iKS 14-1)

Cvicenie 42. Funkcia f : A — A sa nazve A-dobra, ak f(a®>+b) = f(b* + a) pre vietky
a,b € A. Aky najvacsi pocet roznych hodndt moze byt medzi éislami f(1), ..., £(2023), kde f
je A-dobra funkcia? Rieste pre (a) A=7Z, (b) A=N.

(MEMO 2023 T-1)
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