Nekoneéna kombinatorika
Cvicenia

Meno:

1. Najdite bijekciu medzi intervalmi

0,1 a  (0,1).
2. Zafarbite vSetky body mriezky Z x Z Ciernou a bielou tak, aby platilo:

e v kazdom riadku sa nachadza iba konec¢ne vel'a ¢iernych bodov,

e v kazdom stlpci sa nachadza iba kone¢ne vela bielych bodov.

3. Na nejakom celom ¢isle ¢iselnej osi sedi neviditelna blcha. Pri kazdom skoku sa posunie o
pevne dané nenulové prirodzené ¢islo n dolava alebo doprava (smer si moze zakazdym zvolit
nanovo).

Mirek po kazdom skoku poloZi pascu na lubovolné celé ¢&islo. Blchu chyti, ak poloZi pascu
priamo na miesto, kde sa blcha nachadza, alebo ak blcha poc¢as niektorého zo svojich skokov
preskod¢i na pole, na ktorom uz predtym lezala pasca.

Dokazte, ze Mirek vie zvolit stratégiu kladenia pasci tak, aby blchu po konecéne mnohych
skokoch urc¢ite chytil, hoci nepozna pociato¢nt polohu blchy, ¢islo n ani smery jednotlivych
skokov.

4. Prirodzené ¢isla rozdelime na kone¢ne vela disjunktnych mnozin. DokaZte, Ze aspoil jedna z
nich obsahuje nekone¢ne vela nidsobkov kazdého prirodzeného ¢isla.

5. Dokazte, Ze existuje nespocetny systém podmnoZin mnoziny N, pricom prienik I'ubovolnych
dvoch réznych mnozin zo systému je konec¢ny.

6. Dokézte, ze na mnozine N existuje nespocetne vela navzajom neizomorfnych linedrnych uspo-
riadani.
7. Uvazujme bipartitny graf.

Jednu ¢ast vrcholov tvoria vSetky nekonecné postupnosti nul a jednotiek. Druhi ¢ast tvoria
vSetky kone¢né postupnosti nul a jednotiek.

KaZzda nekonefna postupnost je spojena hranou prave so vietkymi svojimi kone¢nymi zacia-
toénymi tsekmi.

Dokazte, ze v tomto grafe existuje parovanie, ktoré nasyti vSetky vrcholy predstavujice ko-
nec¢né postupnosti.



8. Néajdite nekone¢ni postupnost
ai,as,as, ...

taki, Ze pre kazdé prirodzené Cislo k obsahuje postupnost
a1 +k, ao+k, as+k,...
iba konec¢ne vel'a prvodisel.

9. Hra na nekonec¢nej trojuholnikovej mriezke.
Alice a Bob hraji hru na nekone¢nej trojuholnikovej mriezke.

Spociatku st dva susedné vrcholy oznacené 1 a —1 zafarbené nacerveno a vrchol medzi nimi
oznaceny 0 je zafarbeny namodro.

Potom sa Alice a Bob striedaja v tahoch. Alice vZdy vyberie jeden dosial neofarbeny vrchol a
zafarbi ho nacerveno, Bob vzdy vyberie jeden dosial neofarbeny vrchol a zafarbi ho namodro.
Zacina Alice.

Alice vyhra, ak sa jej podari vytvorit ¢ervenua cestu spajajicu vrcholy 1 a —1. Bob vyhra, ak
tomu dokaze zabranit.

Urcte, ktory z hrac¢ov mé vyhravajicu stratégiu.



