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Abstrakt

Pri rieseni algebraickych alebo niekedy aj kombinatorickych tloh (obé¢as celkom pri-
rodzene) sa stretavame s typom uloh, kde treba od ¢isla « zobrat jeho celu cast ¢isla
(najvicsie celé ¢islo také, ktoré nie je vicsie ako x). Na prednéske si ukazeme algebraické
tlohy na celd a desatinnu cast. Obcas tloha bude iba algebraicka, ale obcas argument
bude zalozeny na kombinatorickom triku: poc¢itani dvoma sp6sobmi.

Uvod

Tieto materidly si zdloZené na zdroji [1].

Funkcie, spomenuté v nazve prednasky, castokrat stretavame v roznych oblastiach ma-
tematiky — napriklad v algebre, analyze, teorii ¢isel, kombinatorike. O tychto funkcidch a o
ulohach, ktoré sa d4 pomocou nich riesit, si dnes sa porozpravame.

Cela cast cisla a jej pribuzni
Definicia 1. Cela cast ¢isla x € R nazyvame také najvicsie celé ¢islo a € Z, ktoré nie je

vacsie ako x. Znacime celt Cast ¢isla o ako [z]'.

Napriklad, [—1.5] = —2,[-1] = —1,[0] = 0,[1.5] = 1, [r] = 3. Kvoli definicii, rovnost
[z] = k znamend k < x < k+ 1.

Cvicenie 1. Nakreslite graf y = [z].
Taktiez obcas moZeme sa stretnit z funkciou [z]?. Ta sa definuje podobne.

Definicia 2. Hornou celou castou ¢isla x € R nazyvame také najmensie celé ¢islo a € Z,
ktoré nie je mensie ako x. Zna¢ime hornu celu ¢ast ¢éisla x ako [z].

Napriklad, [~1] = =1, 3|, [x] = 4,[2.5] = 3.
Cvicenie 2. Ako sivisia funkcie y = [2] a y = [2]?

Cvicenie 3. Vyrieste rovnice:

2 -
Lo [=5] =1
2. [%71] =5
Niekedy sa pouziva alternativne oznacenie: |z]. Hovori sa oby¢ajne pri tomto oznaden{ "floor of "
20 . "
ceil of x
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Vsimneme si zékladné fakty o [-]:

« [l <o <fa]+ 1

o pre vSetky redlne x a celé a plati [z + a] = [x] + a;

o« [ztyl = 2]+ Y]
Cvicenie 4. Dokazte, ze ak [z + a] = [z] 4 [a] pre vSetky = € R, tak a je celé ¢islo.
Cvicenie 5. Dokazte, ze pre Tubovolné redlne x,y plati:

[2] + [y] + [z + y] < [22] + [2y]

Desatinna cast cisla
Pri rieseni tloh vyssie naAm pomohlo pouzit desatinni cast cisla.
Definicia 3. Desatinnd cast ¢isla z € R je x — [z]. Znacime desatinnu cast ¢isla z ako {z}.
Vsimneme si zédkladné vlastnosti funkcie {-}:
« rovnost {z} = x plati prave vtedy, ked 0 < z < 1.
o {2} ={y} prave vtedy ked x — y = n, kde n € Z.
o Ako dosledok, plati {z} = {z + 1}.
Cvicenie 6. Vyrieste rovnice:
1. {3z} =3
2. {6z} +{z} =1
Cvicenie 7. Dokézte, ze pre prirodzené k a redlne z plati {k{z}} = {kx}.

Cvicenie 8. Vyrieste rovnicu {3{z}} = x.

Ulohy

Uloha 1. Vyrieste rovnicu:
22 —10[z] +9=0
Riesenie. Vieme, ze [z] < z. Potom —z < — [z]. Teda:

22— 10z +9<2>—10[z] +9=0

Riesenim z? — 10z + 9 < 0 je interval [0, 9].
Vyskisame si teraz vsetky moznosti pre [z]:

[z] =1 22 —10+9=0 = r = x =1 je rieSenie
[x] =2 72 —20+9=0 = =11 x > 3, x nie je rieSenie
(] =9 22 —90+9=0 = =9 x =9 je rieSenie

Odpoved: |z =1,z =V6l,x = V71,2 =9|
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Uloha 2. Vyrieste rovnicu

[29;; 11 ]

Riesenie. Nech [x] = k, k € Z. Potom:

k<2H < k41
kE<z<k+1

Skuisme zjednodusit tento systém pre x:

3k;1 §x<3k2+2
k<z<k+1

Ako v tlohe vyssie cheeli by sme ohranicif k& na nejaké hodnoty. Ako ohrani¢ime k7
Najlahsi sposob je vymenit Styri nerovnosti krizom:

ol <p<k+1

k<z< %

Zabudnime na x:

{3’“21<k+1
3k+2
kg

Teraz robime len tpravy:

3k—1<2k+2
2k < 3k +2

k<3
—2<k

Teraz staci len vyskusat a overif, pre ktoré k rovnica v skuto¢nosti ma riesenie.

1 5
Odpoved: —1§x<—§;0§$<2;§§x<3.

Uloha 3. Vyrieste rovnicu
[3;2} = 2|[z]

Riesenie. Nech [z] = k, {2} = a. Potom:
[(k+a)?] = 2k
(K% + 20k + 0?] = 2k
20k + o®] = 2k — k?

=2
=2

Mohli by sme teraz nejak rozumne ohranicit Tavi ¢ast rovnosti? Funkcia napravo je velmi
rychlo klesajica (pre kladné k, resp. rastica pre zaporné). Moze byt hodnota vlavo prilis

malou? Vzdy plati 0 < o < 1. Vieme ohraniéit k? 2k = [xﬂ [xﬂ je uréite nezaporné, kedze
22 > 0. Tym paddom 2k > 0, teda & > 0. Ale potom 2ak + o? > 0, ako stdin a stucet
nezapornych &sel. Cize 2k — k% > 0.

2k — k* >0
0> k*—2k
1>k —2k+1
1> (k—1)
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Cize k moze nadobudat len hodnoty 0,1, 2. VyrieSenim kvadratickych nerovnosti pre jed-
notlivé pripady dostaneme odpoved. Napr., pre pripad k = 1:

20 +a?]=2-1-1
20 +0?] =1
1<2a+a®<2
Riesenim tychto nerovnosti dostaneme ze V2—1<a<+V3-1,ale 0 < a < 1 z definicie,

ize vo vysledku mame, ze V2 — 1 < a < 1. Tym padom = = k + o, ¢ize V2 < 2 < 2.
Ostatné pripady st analogické.

Odpoved: |0 < z < 1;V2 < z < /5|

Uloha 4. Vyrieste systém rovnic:

r+ [yl +{z} =39
y+[z]+{z} =35
z+[z] +{y} =2

Riesenie. Prvym povsimnutim by bolo to, ze kazda premennd tu vyskytuje prave raz v kazdom
tvare: x, [z], {x}. Skidsme to scitat:

x + [z] + {x}

y+ [yl +{y}

z 4+ [2] + {z}

= T+=zx

y+y

2+ 2z

= 2x+42y+ 2z

= 39+354+2=94

+

+

Cize x +y + z = 4.7. Potom ale mozeme odratat od tohto sictu kazdd rovnicu, aby v
suctoch vyskytovali len ¢leny [-] a {-}:

(x+y+2z)—(r+ [y +{z}) =47-39
(x+y+z)—(y+[z]+{z}) =47-35

(x+y+2z)—(z+[z] +{y}) =47-2.
{y} +[:] =08
{z} +[2z] =12
{z} + [yl =27

Tu uz vieme jednoznacne najst vsetky cisla: [{y} + [2]] = [{y}] + [z] = [z] = [0.8] = 0,
kedze 0 < {y} < 1. Analogicky, {y} = 0.8,{z} = 0.2, {z} = 0.7, [z] = 1,[y] = 2.

Teraz uz si staci len vSimnut, ze x = [z] + {z}.

Odpoved: ‘:1: =1.7,y=28,2=0.2. ‘

Uloha 5. Nech X = (2 + /3)%2. Dokézte, 7e

a) [X] je neparne ¢islo;
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b) {X}>0.9...9.
1001

Riesenie. VSimnime si prvi vec: podla binomickej vety po roznasobeni zatvoriek kazdy clen
sti¢tu bude v tvare 2¢(1/3)2°%7% pre celé 0 < 4 < 2002. Pre parné i teda dostaneme celé &islo,
a pre neparne: celé ¢islo krat odmocnina z 3.

Cize vieme zapisat X = (2 +v/3)?°2 = A + /3B, kde A, B st nejaké celé ¢isla.

Co by bol dalsi krok? Vieme si v8imnut, ze &sla 2, v/3 st celkom blizko seba. Konkrétne
22 =4, V3 = 3,4 — 3 = 1. MoZeme povedat teda, 7e 4 —3 = (2+v/3)(2 —v/3) = 1.

Teda, na jednej strane, podla binomickej vety (2 — v/3)?*? = A — /3B, a na inej je to

1

Potom

(2 + \/§)2002 + (2 o \/§)2002 —92A4.
Dalej
(2 + \/§>2002 — 924 — (2 . \/3)2002
(2 + \/§>2002 — (2A . 1) + (1 . (2 . \/5)2002).
Poznamenajme si, 7e 0 < (2 — v/3)?°2 < 1 (kedZe zrejme 2 — /3 < 1). Potom aj
0<(1—-(2-v3)*?%) <1

Teda

2+ V3™ = 24 -1),

¢o je neparne cislo.
{(2 + \/5)2002} —1_ (2 _ \/5)2002'

1 1 1
2 _ 3 2002 _ — < .
( \/_) (2+ \/§>2002 (7 + 4\/5)1001 101001

Potom {(2 + \/5)2002} > 1 — 5ot €0 bolo treba dokézat.

Uloha 6. Pozrieme sa na postupnost (a,)2,
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4, ...

(postupne vypiSeme jednu jednotku, potom dve dvojky, tri trojky, styri stvorky atd.). Aké
¢islo sa nachadza na pozicii

a) 2025;
b) n?

Riesenie. Nech x,, = k je ¢len postupnosti s ¢islom n. Pred prvym vyskytom cisla £ boli
vypisané 1 +2+4+3+.---+k—1= @ ¢isiel. A posledné vyskyt cisla £ ma index 1+ 2 +
34+ k=FEN Teda
k(k—1) cn< k:(k‘+1)’
2 2
a potom
K —k <2n <k +k.
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1

1, tak dostaneme:

Vsimneme si, ze ked pripocitame

1 1
2 - 2 2 g
k k—|—4< n<k —l—k—|—4

2 2
1 1
k—— 2 k+ =
( 2) < 2n << +2)

1 1

To znamena

Potom z,, = k = [\/2_} Konkrétne 025 = {\/M} = 63.

Cvigenie 9. Vyrieste rovnicu [z]° = [IQ}

Cvicenie 10. Najdite najmensie kladné x, pre ktoré [z] - {x} > 3.

Cvicenie 11. Dokdzte, Ze pre vSetky nezdporné redlne x plati { [:v]} = {\/5]

Cvicenie 12. Pre ktoré redlne a > 1 rovnost [log, [z]] = [log, x] plati pre vSetky redlne

x> 07

Cela cast a delenie so zvyskom

Vydelime so zvyskom prirodzené ¢islo a prirodzenym c¢islom b, t.j. zapiseme a ako
a=kb+r

kde k je celé nezaporné ¢islo, a zvysok 0 < r < b — 1. Zapiseme rovnost ako:

,
A
+b

Sall RS

Vidime, ze 0 < £ < % < 1. Z tohto ale vyplyva, ze k = {9} = {%} Teda:

SAH

Sme zvladli vyjadrit zvySok pomocou celej a desatinnej c¢asti zlomku.

Teraz zistime, kolko existuje kladnych celych ¢isel, ktoré st mensie ako dané ¢islo x (nie
nevyhnutne celé ¢islo) a delitelné danym kladnym celym ¢islom n.

Je jasne, Ze také ¢isla neexistuji, ked n > x. Potom ked kn < x < (k+ 1)n pre celé k, tak
to st ¢sla n, 2n, . .., kn. Cize existuje presne k takych ¢isel. A kedze

r
b

k§£<k+1,
n

tak k = [2].
Toto jednoduché pozorovanie pomdze nam dostat jednu doleziti vetu v tedrii ¢isel. Ale
najprv vyriesime takito ulohu.

Uloha 7. Akou najviéSou mocninou dvojky je delitelné &slo 10017
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Riesenie. Podla ukazaného vyssie, spomedzi cisel 1,2,...,100 mame
1(2)0 = 50 parnych cisel,
_T_ _ 25 isel delitelngch 4,
120 — 12 &fsel delitelngch 8,
11(? _ 6 &isel delitelngch 16,
1;20 _ 3 &sel delitelngch 32,
16(10 =1 éislo delitelné 64.

Z tohto vyplyva, ze dokopy v stucine 100! vyskytuje 50 4+ 25+ 12+ 6 + 3 + 1 = 97 dvojok, t.j.
100! je delitelné ¢islom 27, a nie je delitelné &islom 2%,

Odpoved: .

Cvicenia
Cvicenie 13. a) Pre ktoré prirodzene n ¢islo n! je delitelné ¢islom 2"7?
b) Existuje &islo k také, ze n! je delitelné éislom 2"~* pre vietky n?

c¢) Nech p > 2 je prvoéislo. Existuje také ¢islo k, Ze n! je delitelné ¢islom p™~* pre vietky
n?

Cvicenie 14. Akou mocninou dvojky je delitelné ¢islo (n+1)(n +2)...(2n) ?

CvicCenie 15. Dokazte, ze (n!)! je delitelné ¢islom (n!)(”_l)!

Cvicenie 16. Akou mocninou prvocisla p je delitelné ¢islo

Pocitanie poctu celociselnych bodov

Zacneme jednoduchsou otazkou. Nech o a (B su redlne cisla, a a < (. Kolko celjch cisel
existuje v intervale (c; 3) ¢

Nech m je celé ¢islo v intervale (a; 8). Rozmyslime si najprv podmienku av < m. Na jednej
strane urcite plati [o] < m. Na inej strane urcite plati o < [a] + 1, a teda m = [a] + 1 bude
riesenim. Teda [a] + 1 < m je tesné dolné ohranicenie.

Teraz skisme si postup upravit pre podmienku m < f. Na jednej strane, urcite plati
m < [B] + 1. Ci vzdy [B] < B? No oéividne nie, lebo ked 3 € Z, tak [5] = 3. Ale ak 3 ¢ Z,
tak [3] < B. Cize m = [3] bude riesenim préave vtedy ked 3 ¢ Z. Kazdopadne ale [5] — 1 < 3,
a teda urcite plati m < [§] — 1.
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Cize pre B € Z tesné ohrani¢enia bud:

apre 8 & Z:
[l +1<m <[5].

Pocet rieseni vieme Tahko dopocitat: v prvom pripade je to [§] — [a] — 1, v druhom je to
18] — [of.

Pozndmka: pozorny citatel by mohol navrhnif zaujimavejsi postup a namiesto [-] pre /3
pouzit [-]°. Vtedy v skutocnosti postup bude aj lahsi: vidy plati m < [B] a vidy plati
[B] —1 < B.V tomto pripade by sme dostali jediné tesné ohranicenia [a] +1 < m < [5] — 1,
a dostali by sme teda aj jediny vzorcek: [5] — [a] — 1. Premyslite si, preco obidva vysledky
st rovnakeé.

Analogicka otézka: kolko existuje cisel, ¢o si ndsobky nejakého daného cisla x > 0 (t.j.
cisel tvaru nx, kde n € Z), v intervale (o; §) ¢ Odpoved je zrejméa: staci zratat celé ¢isla n na
intervale (<; %), a teda takych cisel je presne [ﬂ — [%} — 1.

Teraz vyriesime tlohu.

Uloha 8. Dokézte, ze ked n je kladné celé &slo, a z > 0, tak

[1=F

Riesenie. Analogicky, ako v uvazovani hore, vieme ukézat, Ze pocet celych cisel, delitelnych

¢islom n € N na intervale (0;z| pre redlne z je [ﬂ

Na inej strane, tento pocet ocividne je rovnaky na intervale (0; [z]], ¢o ale podla vzorca je
[z]
it
Myslienku pocitania ¢isel vieme rozsirit na pocitanie bodov. Pomocou tejto idey vieme
nasledujiicu tlohu, ktord je doleZita v tedrii ¢isel”.

Uloha 9. Nech p a ¢ st nestdelitelné kladné celé &sla. Dokézte, ze

m N ﬁﬂ ey [(q—ql)p] _ (p—l)z(q—l).

Riesenie. Pozrieme sa na rovine xOy na body (z;y) s celymi stradnicami, pricom 1 < x <
g—1,1 <y <p-—1, t.j. pozrieme sa na body, ¢o st vnutri obdlznika OABC.

Vsimneme si, ze na diagonale OB okrem samotnych bodov O a B nie st body s celocisel-
nymi siuradnicami. Naozaj, priamka OB ma rovnicu y = %x. Ked cely bod (m;n) lezi na OB,
pricom 0 <m<qgal<n<p,takn= %m, teda gn = mp. Ale g a p st nesudelitelné. Teda
q deli m, ¢o je spor s tym, ze 0 < m < gq.

Tym padom trojuholnik AO BC' ma prave polovicu tych celoc¢iselnych bodov, ¢o je (}’71)2&.

Teraz podme zratat tie body inym sposobom. Konkrétne, rozdelime trojuholnik na ,pa-
siky“. Pre x = k (k je celé), nech K = (k;0), L = (k, %k). Vo vnutri tsecky KL podla uvah

vyssie existuje {%k} celych bodov, kedze staci zratat celé ¢isla na intervale (0; gk‘).

Takym spdsobom zistime, Ze pocet bodov je [ﬂ + [%p] 4+ [@]

3motivicia za tymto krokom je intuitivna: m je teraz vlavo od znaku <, ¢iZe aj operaciu zaokrithlovania
chceme robit nie nadol, ale nahor
4konkrétne sa pouziva pri dokaze kvadratickej reciprocity
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Zratali sme rovnaky pocet bodov dvoma sposobmi, cize plati rovnost, ktori sme chceli
dokazat.

Pozrieme sa dalsi priklad. Pomocou 7(n) budeme znacit pocet delitelov kladného celého
cisla n.

Uloha 10. Dokézte, ze

() +7@) 44 = 2]+ 5] [B].

Riesenie. Namiesto toho, aby ratat, kolko kazdé ¢islo od 1 po n méa delitelov, zratame, kolko

krat kazdé ¢islo od 1 po n je delitelom (v skutocnosti, ¢isla od 1 po n nemdzu mat vicsie

delitele alebo mensie delitele). Cislo & deli presne [ﬂ ¢isel od 1 az po n.

Cvicenie 17. Nech o(n) je sucet vsetkych delitelov kladného celého ¢isla n. Potom

o(1) +0(2) + - +0(n) = mHBF..Mm

Cvicenie 18. Dokazte, ze pre redlne x a kladné celé n plati:

2] + [m—i—i] + [x—kﬂ +---++lx+nn] = [na].
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