: Trojsten

Mongeova veta

Michal ITkovié¢

Definicia 1. (Orientovans dizka tsecky) Na danej priamke zvolime smer. Pre Tubovolné dva
body A, B na tejto priamke oznacuje AB orientovani dizku usecky. Plati AB = —BA. Ak
body A, B, C' lezia na jednej priamke, pomer C'A/CB je kladny, ak bod C' lezi zvonku tsecky
AB (vektory CAacCh maju rovnaky smer), a zaporny, ak C' lezi vnttri tsecky AB.

1 Teoédria

Veta 1 (Mongeova veta o troch kruzniciach). Majme tri kruznice v rovine, z ktorjch Ziadne
dve nie su koncentrické a Ziadna nelezi vnitri druhej. Pre kazZdu dvojicu kruznic uvazZujme
priesecnik ich dvoch spolocnijch vonkajsich dotycnic (body X,Y,Z v obrdzku). Potom tieto tri
priesecniky leZia na jednej priamke (si kolinedrne).

Y

Pre korektnost dokazu najprv uvedieme znenie Menelaovej vety.

Veta 2. (Menelaova veta) Nech A, B, C si vrcholy trojuholnika a body X,Y, Z leZia postupne
na priamkach AB, BC,CA (rézne od vrcholov). Body X,Y,Z si kolinedrne prdve vtedy, ked
pre ich orientované pomery plati:

XA YB ZC_l 0
XB YC ZA
A
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Dokaz. Nech O, 0,03 su stredy a 11,719,173 st polomery troch kruznic wy,ws,ws. Oznacme
X,Y,Z postupne priesecniky spoloénych vonkajsich dotycnic pre dvojice kruznic (wy,ws),
(Cdg,(x)g) a (W3,W1).

Bod X je vonkajsim stredom podobnosti kruznic w; a ws, takze lezi na priamke 0,0,
zvonku tsecky O10,. Z podobnosti pravouhlych trojuholnikov tvorenych stredmi, bodom X
a bodmi dotyku polomerov vyplyva, ze pomer vzdialenosti bodu X od stredov je priamo
tmerny ich polomerom. KedZe X lezi zvonku tsecky, orientovany pomer je kladny:

X01 T1
—— 2
X02 T2 ( )

Analogicky, body Y a Z st vonkajsimi stredmi podobnosti pre zostavajice dvojice kruznic,
lezia zvonku prislusnych stran trojuholnika AO;0-03 a ich orientované pomery su:
Y02 T2 Z OS rs
=— a - (3)
YOg T3 A 01 ™

Vynasobenim tychto troch rovnosti dostdvame sicin orientovanych pomerov na stranach
trojuholnika AO10,0s5:

X01 YOQ ZOg 7;1 E 7;3
X0y YO3 ZOy 1o 13 1

—1 (4)

Podla Menelaovej vety pre trojuholnik AO; 0,05 tento vysledok priamo znamena, Ze body
X,Y a Z su kolinearne. O

Veta 3. (Mongeova-D’Alembertova veta)
Uvazujeme tri kruznice. Stredy podobnosti kazZdej dvojice kruznic (¢i uZ vnitorné alebo
vonkagsie) leZia na jednej priamke vtedy a len vtedy, ak bud’:

1. wsetky tri stredy si vonkajsie (¢o je pévodnd Mongeova veta),
2. alebo dva stredy si vniutorné a jeden je vonkajsi.

Tento fakt priamo vyplyva z dokazu pomocou Menelaovej vety, pretoze vntutorny stred po-
dobnosti rozdeluje tisecku stredov v zdpornom pomere (lezi vnutri tsecky), zatial ¢o vonkajsi
v kladnom pomere. Suéin troch pomerov déva +1 iba vtedy, ak st bud vsetky tri pomery
kladné (4 -+ - + = +1), alebo st dva zaporné a jeden kladny (— - — -+ = +1).

2 ﬂlohy

Uloha 1. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik, v ktorom AB < AC, a nech I' je kruznica
jemu opisana. Body X a Y lezia na kruznici I" tak, ze priamky XY a BC sa pretinaji na
osi vonkajsieho uhla ZBAC'. Predpokladajme, ze dotyc¢nice ku kruznici I' v bodoch X a Y sa
pretinaju v bode T', ktory lezi na rovnakej strane priamky BC' ako bod A, a 7ze priamky T'X
a TY pretinaju priamku BC postupne v bodoch U a V. Nech J je stred kruznice prisunutej k
trojuholniku TUV oproti vrcholu T'. Dokézte, ze priamka A.J je osou vnutorného uhla ZBAC.

(ISL 2024)
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Riesenie. Nech osi vnutorného a vonkajsieho uhla ZBAC pretinaji priamku BC' postupne
v bodoch K a L. Nech AK pretina kruznicu ABC opitf v bode M a nech D je prieseénik
doty¢nic ku kruznici I' v bodoch B a C. Nech 2 je T-pripisana kruznica trojuholnika TUV a
w je kruznica vpisana trojuholniku DBC'

Tvrdenie 1: Body 7', K a D su kolinearne.

Dékaz. Vsimnime si, ze BC a XY si polary bodov D a T vzhladom na kruZnicu I'. Podla
La Hireovej vety je priamka T'D polarou bodu L vzhladom na I'. KedZe Stvorica bodov
(B,C; K,L) = —1 tvori harmonickd dvojicu, bod K tiez lezi na polare bodu L. Tym je
dokazané kolinearita bodov T, K, D. O

Tvrdenie 2: Stredom kruznice vpisanej trojuholniku DBC' je bod M.

Dokaz. Plati, ze /ZMBC = ZMAC = %ABAC’ = %ADBC', takze BM je osou uhla ZDBC.
Podobne CM je osou uhla ZBC D, z ¢oho vyplyva, ze M je stredom kruznice vpisanej troj-
uholniku DBC. O

Tvrdenie 3: Priese¢nikom spolo¢nych vonkajsich dotyc¢nic kruznic 2 a w je bod K.

Dékaz. Nech K je prieseénik spoloénych vonkajsich dotyénic 2 a w. Ked'Ze € aj w sa dotykajt
priamky BC' a lezia na tej istej strane priamky BC' (opacnej voci A), K lezi na priamke BC.

KedZe T je priesecnik spolo¢nych vonkajsich dotycnic kruznic I' a €, a D je priesecnik
spolo¢nych vonkajsich dotyénic kruznic I' a w, podla Mongeovej vety musi bod K, lezat na
priamke T'D. KedZe K lezi stcasne na priamke BC' aj na priamke T'D, ide o ten isty bod
ako bod K. [

Z tretieho tvrdenia vyplyva, ze bod K lezi na jednej priamke so stredmi kruznic €2 a w,
ktorymi st postupne body J a M. KedZe body K a M oba leZia na osi uhla ZBAC, musi na
nej lezat aj stred J, ¢o dokazuje, Ze priamka AJ je osou uhla ZBAC. O

Uloha 2. Bod P lezi na strane AB konvexného Stvoruholnika ABCD. Nech w je kruznica
vpisand trojuholniku C'PD a I je jej stred. Predpokladajme, ze w sa dotyka kruznic vpisanych
trojuholnikom APD a BPC postupne v bodoch K a L. Nech sa priamky AC' and BD
pretinajui v bode E a priamky AK and BL v bode F'. Dokézte, ze body E, I a F' st kolinearne.

(ISL 2007)
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Riesenie. Nech € je kruznica dotykajuca sa usecky AB a polopriamok AD a BC'; nech J je
jej stred. Dokazeme, ze body E a F' lezia na priamke [.J.

Oznacme kruznice vpisané trojuholnikom ADP a BC'P ako wy a wg. Nech hy je homotetia
(rovnolahlost) so zdpornym koeficientom, ktord zobrazuje w na €. Ttto homotetiu mozeme
povazovat za zloZenie dvoch homotetif: jednej, ktord zobrazuje w na w, (so zdpornym koefi-
cientom a stredom K), a druhej, ktord zobrazuje w4 na €2 (s kladnym koeficientom a stredom
A).

Je zndme, Ze v takomto pripade tri stredy homotetie lezia na jednej priamke (tento fakt
sa tiez nazyva veta o troch stredoch podobnosti). Preto stred homotetie hy lezi na priamke
AK. Analogicky, tento stred lezi aj na priamke BL, takze tymto stredom je bod F'. Z toho
vyplyva, ze F' lezi na priamke stredov kruznic w a €, t.j. na priamke I.J (ak I = J, potom aj
F =TI a tvrdenie je zrejmé).

Uvazujme stvoruholnik APCD a ozna¢me si rovnaké useky dotycnic ku kruzniciam w
a wy. KedZe kruZnice w a w4 maju spoloény bod dotyku s priamkou PD, Tahko vidno, Ze
plati AD + PC = AP + CD. To znamen4, ze $tvoruholniku APCD sa da vpisat kruznica.
Analogicky sa da vpisat kruZnica aj Stvoruholniku BCDP. Nech Q4 a Qp su ich prislusné
vpisané kruznice.

Uvazujme teraz homotetiu hs s kladnym koeficientom, ktora zobrazuje w na €2. Predstavme
si hy ako zlozenie dvoch homotetii: prvej, ktord zobrazuje w na Q4 (s kladnym koeficientom
a stredom ('), a druhej, ktord zobrazuje Q4 na Q (s kladnym koeficientom a stredom A).
Stred homotetie hy teda lezi na priamke AC'. Z analogickych dévodov lezi aj na priamke BD,
¢ize tymto stredom je prieseénik E. Tym padom aj bod E lezi na priamke stredov I.J, ¢im je
tvrdenie dokazané. O
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