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KAGH nerovnosti

Barbora Novosadova
barbora.novosadova@trojsten.sk

Velki cast tohto materidlu som prevzala zo seridlu od Pavel galom, Michal Rolinek, Ma-
tematicky korespondencni semindr Prase. Ak nie je wvedend ind citdcia, zdrojom je tento
materidl).

Definicia 1. Nech x4, z9, ..., x, st kladné realne cisla, potom definujme nasledovné:
. L AT Tt Ta T,

Aritmetickypriemer = Zizi b Tt (1)
n n

Geometrickypriemer = [ H T = Yx1x9. .. 2y (2)

\ i=1

n n

Harmonickypriemer = —— = (3)

1 1,1 40 1
=1 x; 1 +x2 + +xn

n 2 2, 2 2
i=1 T _\/$1+$2+"'+$n
n

Kwvadratickypriemer = \/Z

n
Z toho prvé tri nazyvame Pytagorejskymi priemermi.

. . iy . ’ )
Tieto priemery splnnaJu znamu nerovnost:

Veta 1. Pre kladné cisla x1, xo, ..., x, plati
2 2 2
ri+axy+--+2x Ty + Ty + -+ n
\/1 2 TLZ 1 2 nZ nxle'..xnzl - -,
n n ol e I et
1 xr2 In

tedo K > A > G > H, ¢o pozndme ako KAGH nerovnost. Rovnost nastdva prdve ked
'Tl — i . — xn

Poznamka: podmienka pre pripad rovnosti je vo vsetkych 3 nerovnostiach nutna a po-
stacujtca, teda bud nastdvajui vSetky naraz, alebo Ziadna.

Uloha 1. Pre dve premenné a,b vieme vietky nerovnosti jednoducho dokizat pomocou
vyrazu (a — b))% > 0. Ukdzte!

Dokaz. Veta : AG nerovnost, pomocou indukcie.[PS-serial] Pre n = 1 trividlne mdme z; >
x1. Predpokladajme teda, Ze nerovnost plati pre vsetky n-tice, chceme ju dokédzat aj pre
(n+1)-ticu mﬂij_f"*l = L Zvolme si ¢islo 2/, tak, aby w = L, teda 2/, = x,, + 2,11 — L.
Aby sme mohli vyuzit AG pre n-ticu xy,...,T, 1,7, , musime overit, ze z/, > 0. Vdaka
symetrickosti AG moéZeme predpokladat, Ze x,,, je najvicsie zo vsetkych a z, je, naopak,
najmensie - ak by neboli, staci ¢isla preusporiadat. Potom je ale 2/, ="najvicsie + najmensie

- priemer, Co je urcite nezaporné. Plati teda

L">ax ... 0y 2, & " >0 2, 12l L,
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KAGCH nerovnosti 1 AG LAHKE PRIKLADY

(AG nerovnost umocnené na n). ﬁalej si vS§imnime, ze 2/, L = (z, + xpe1 — L) - L > 2,241,
kedze vd'aka nasmu predpokladu o z,, a x,, 41 plati (2,41 —L)(L—=,) > 0. Vdaka poslednému
tieZ vidime, Ze rovnost nastdva prave ked z, = -+ = x,,41.

AG nerovnosti, pomocou Jensenovej nerovnosti. Mierne elegantnejsi dokaz vyuziva tzv.
Jensenovu nerovnost: KedZe logaritmus je konkavna funkcia, plati

1
n g n ] n
log (Zzl xz) > i=1 108 T Hz 15172 — log <H %)
n

n

S vyuzitim faktu, Ze exponenciala je rastica funkcia, dostavame
n n 1
Z Ti

GH nerovnost. Viimneme si, Ze obratena hodnota harmonického priemeru je aritmeticky
priemer obratenych hodnét. VyuZijeme teda AG nerovnost:

1 i 1
H -1 JZZ n/ H? 1 'CUZ G
H<G
KA nerovnost, pomocou CS nerovnosti. Vezmime n-tice (z1, xa, ..., ), (1,...,1), potom

C-S nerovnost nam dava

(éx . 1)2 < <Z::c2> (g;l?) —niz;x?

n 2 n 2
(X ;) i=1L;
n? - n
n n 2
i=1Li o Di1 T
n - n

1 AG Tahké priklady

Najznamejsou a asi najvyuzivanejSou v prikladoch je t4 strednd, AG nerovnost. MoZno aj
preto, ze aritmeticky a geometricky priemer st najcastejsie pouzivané. Zameriame sa teda
najskor na nu.

Iny zapis:

1+ To+ -+, > Y12y . .. Ty (5)
Priklad 1. Trividlny priklad na tivod: pre vSetky z,y, z € RT dokdzte:
23yt 2 > 3ayz

Riesenie. Staci priamo aplikovat AG na lavd stranu:
23+ 4+ 2% > 39 a3y323 = 3y
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KAGH nerovnosti 2 SCITANIE AG

Priklad 2. Podobny priklad: pre vSetky z,y € R* dokéZte:
22° + y* > 3%y

Riesenie. Mozeme jednoducho dosadif z = z do predchidzajiceho prikladu. Co si tu viak
moZeme vSimnut, je trojka na pravej strane, ktord ndm indukuje, Ze nechceme pracovat
s dvoma s¢itancami na lavej strane, ale rozdelif si 223 na 2 séitance, a pre tie nerovnost
aplikovat.

Cvicenie 1. Na podobny spdsob:
1. 2% +2 > 3z,
2. 24+4+223
3.2 +y+2)(a®+y?+2%) >+ 9P+ 23 + 15ayz,

4. 2*(z + 2y) + y*(y + 2x) > 622y”.

2 Scitanie AG
Priklad 3. Pre z,y € R* dokézte:

2P+ + 2% > 2Py + P+ 2
RieSenie. Ak vynasobime rovnicu 3, moézeme vyuzit priklad .

Ako prist na rieSenie? Cfm rovnicu vynasobit? Vsimnime si v prikladoch ako sa
menia exponenty z jednej strany na druhti. MoZeme sa na nerovnosti pozerat tak, Ze na lavej
strane mame "Tubovolné”’mnoZstvo vyazov daného typu, a chceme z nich poskladat niektory
z vyrazov na pravej strane pomocou AG. Symetria ndm potom da aj vsetky ostatné cleny v
spravnom pocte. Ukazeme si to na priklade.

Priklad 4. Pre z,y € R™ dokézte:
oy + iz + Pr > 2%y +yter + Py

Riesenie. Chceme pouzit "niekolkokrat”vyrazy nalavo a dostat z nich "nejaky”ndsobok z2yz.
Vezmime teda AG takto:

a4y + bz + ¢ > (a+ b+ c) a+b+\0/x3a+cy3b+az3c+b = 2%yz
Z exponentov na pravej strane dostaneme ststavu rovnic:

3a+c=2(a+b+c)
a+3b=(a+b+c)
b+3c=(a+b+c)

Jej rieSenfm st napriklad (a,b,c) = (4,1,2), z ¢oho dostavame 43y + y3z + 22320 > 7y/22yz.
Ak vynasobime pévodni nerovnicu 7, dostaneme pozadovany tvar.

Cviéenie 2. 1. 274+ y" + 27 > 2%y + y°2% + 2°22,
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KAGCH nerovnosti 4 DALSIE CVICENIA NA AG:

(]

a4yt 2 > By P+ 2y,

3.ty + ytr + 2tr > a%y?r + a4 222y,
4. (z+y+2)* > 3(x/yz + y/zx + 2,/TY),
5.2+ 84+ >atb+c,

6. +8+9>a+bte
7. %—F%—F%Zab—l—bc—i—ca,
8. 441+ <>a+b+c Hinty:l
Priklad 5. Vystrazny priklad:
a® + b + 3 + 3abe > a®b + a’c + b*a + bPc + a + 2b

Klasicka procediira by nds doviedla ku koeficientom (7,5, 1, —1) na zostavenie a?b. Lenze AG
plati iba pre kladné s¢itance, takZe pre —3abc ju nemoZeme pouzit. Tu treba teda vyuZit iné
zbrane (Schurova nerovnost).

3 AG a zlomky

- +b > 2a, pre |7| vyuZijeme L + £ ~ + bc > 3ab. Princip je taky, ze vezmem vyraz vlavo
a sC¢itam ho s nejakym Vyrazom vpravo tak, aby sa mi odstranili zlomky. Mocnina v citateli

napoveda, kolko s¢itancov mam mat dokopy.

Pl"l rieseni poslednich uloh predosleho cviGenia sa dal vyuZit aj iny trik: pre I moZeme vyuzit

Cvicenie 3. 1. & + vl -+ < C > a + b+ cHinty: [2 I

3

2. L+L+ S >a+b+c

a®

3. b3—|— —|— 2@ + b2+ 2 Hlntyl

4 Dalsie cvicenia na AG:
Cvicenie 4. [Barbeau2000]
L. z+1>2,

2. vz + 4 > 2,/y,
3.pre0<b>a:a+b—2vab >

+ b) , Hinty: 4

4. pre n € N, definujme n!! = n(n — 2)(n — 4) ..., konciac 1, resp 2 ak je n nepérne, resp
parne. Dokaz

(a) n™ > (2n — D!,
(b) (n+4+1)" > (2n)!.

Hinty:

5. pren € N: (n+1)"(2n + 1)" > 6"(n!)?Hinty: [q
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KAGCH nerovnosti 5 KONECNE K OSTATNYM PRIEMEROM:

5 Konecne k ostatnym priemerom:

(5 (5a) =

Riesenie. Jednoduchéa aplikdcia AH nerovnosti.

Priklad 6. [Barbeau2000]

Uloha 2. [Barbeau2000]

Vet > ety — (2—V2)/zy

Riesenie. Oznac¢me si postupne k,a, g kvadraticky, aritmeticky a geometricky priemer ¢isel
x,y, potom moZzeme nerovnost dostat do tvaru k — g > v/2(a — g). Umocnime na druh,
vywzijeme k? + g? = 242, stadf ndm teda ukdzat a > 22, ¢o ziskame vd'aka KA nerovnosti
pre k. g.

Uloha 3. [Barbeau2000]

2 2
Xy . T

I + ) e + I
Riesenie.

Second Solution. Note that, with x,,4+1 = @1, we have, for 1 < 2 < n,
_w g, T S . Tt Tin
Ti + xita Ti + xTit1 T 4

by the AM-GM Inequality. The result follows.

Third Solution. Suppose that 1 <2 < n and 41 = 1.

2 2
. r; — Tijpa
—_— = X — Tj41, :
Since T; — Ti41, we have
T; + Tita '
" n 2 no 2 2
3312 . ZB%-+1 _ 1 j : I; + :B'i-l-l
Z Ti + Tita Z Ti + Tig1 2 ¢ Ti + Tip1
i=1 1=1 i=1
T 2 L
1 Z T T 1 Z
Z = ( 1 + 1+1) — x;
4 4 Ti + Tit1 2 4
=1 =1

using the AM-GM-RMS Inequality.

Fourth Solution. Note that, with ®,41 = 21, we have for 1 < ¢ < n, that

1 1 -1
2 —_— + —_—
T 1 @ Ty 1

i + Tit1 2

by the HM—~AM Inequality. The result follows.

Obr. 1: RieSenie tlohy
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KAGH nerovnosti 7 HLADANIE MINIMA VYRAZU

Priklad 7. [Barbeau2000] Ozna¢me postupne a, g, h aritmeticky, geometricky a harmonicky
priemer dvoch kladnych ¢isel. Dokéazte a + h > 2g.

Riesenie. Jednoduché cvicenie na AG, v podstate staci dosadit AG pre a, h a dosadit vzorce.
V podstate sme to uz vyuzili v cviceni vyssie. Co vSak stoji za vSimnutie: vo vSeobecnosti
(pre vacsie n) to neplati. Vyskidsajte napr. pre trojicu 1,1, 8/27.

Cvicenie 5. [GTMathPowerMeans2016|

V3@ +b+e) > Va+vVh+ e

6 Geometricka interpretacia priemerov

Aritmeticky priemer dvoch bodov je jednoducho stred tsecky medzi nimi.
Geometricky priemer: nech vyska pravouhlého na jeho preponu deli preponu na dve casti a
ma dlzku geometrického priemeru dizok tychto casti. Na AG nerovnost tak modZeme pozerat
ako na porovnanie vysky a faZnice na preponu - aritmeticky priemer je polomer opisane;
kruznice.
Kvadraticky priemer: nech a,b st odvesny pravouhlého trojuholnika. Potom dizka odvesny
rovnostranného pravouhlého trojuholnika s rovnakou preponou je rovna kvadratickému prie-
meru a, b. [Barbeau2000]

Vsetky priemery (pre 2 premenné) mozeme do jedného obrazku zakreslit napr. takto:

GM = vab

Obr. 2: Zobrazenie priemerov v polkruhu.kaghkruh)|

7 Hladanie minima vyrazu

Priklad 8. [GTMathPowerMeans2016] Néjdite minimum funkcie f(z,y,2) = 1 +
akx+y+z=1

+

N =

1
y
Riesenie. S vyuzitim AH nerovnosti pre z, y, z dostaneme odhad f > 9, ttito hodnotu dosahuje
v (1/3,1/3,1/3).

Priklad 9. [MP prase’prednaska] Najdite minimum vyrazu a + pre a > b.

1
(a—Db)b

Riesenie. vezmime x = b,y = a — b, dosadme a vyuzime AG.
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KAGH nerovnosti 7 HLADANIE MINIMA VYRAZU

Cvicenie 6. [BrilliantPowerMean] Néjdi minimum vyrazu (2z + 3y)(2 + g)

Hinty

-1/3 3

1. Homogenizuj pravi stranu vynésobenim (abc) = 1, potom substiticia a = u°,....
2. jeden ¢len zlava, 2 z prava
3. (a) 5 prvkov

(b) 2 zlava, 3 sprava

(¢) nie nutne rézne

W

. vymen PS a zdporny ¢len vlavo, uprav PS na A+H

. Pomocou AG dokaz (a — b)b < (%)2

(SN

. Vyuzi vzorec pre sicet Stvorcov)
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