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1 Úvod
Trojuholńıková nerovnost’ patŕı medzi najzákladneǰsie a najdôležiteǰsie tvrdenia v matema-
tickej analýze, lineárnej algebre a geometrii. Vyjadruje intuit́ıvny fakt, že priama cesta medzi
dvoma bodmi je vždy najkratšia.
Veta 1 (Trojuholńıková nerovnost’ v R). Pre l’ubovol’né reálne č́ısla x, y ∈ R plat́ı:

|x + y| ≤ |x| + |y| (1)

Dôkaz. Ked’že obe strany nerovnosti sú nezáporné, môžeme ich umocnit’ na druhú, č́ım za-
chováme smer nerovnosti. Upravme l’avú stranu:

|x + y|2 = (x + y)2 = x2 + 2xy + y2

Teraz upravme pravú stranu:

(|x| + |y|)2 = |x|2 + 2|x||y| + |y|2 = x2 + 2|x||y| + y2

Porovnańım oboch strán vid́ıme, že nerovnost’ |x + y|2 ≤ (|x| + |y|)2 je ekvivalentná s nerov-
nost’ou:

x2 + 2xy + y2 ≤ x2 + 2|x||y| + y2 ⇐⇒ xy ≤ |x||y|

Posledná nerovnost’ zjavne plat́ı pre každé x, y ∈ R, nakol’ko reálne č́ıslo je vždy menšie alebo
rovné svojej absolútnej hodnote. Spätným odmocneńım dostávame pôvodné tvrdenie.

V kontexte lineárnej algebry môžeme toto tvrdenie zovšeobecnit’ pre l’ubovol’ný unitárny pries-
tor (vektorový priestor so skalárnym súčinom) nad telesom reálnych alebo komplexných č́ısiel.
V moderných matematických štruktúrach zovšeobecňujeme pojem vzdialenosti a uhla pomo-
cou geometrického a algebrického konceptu skalárneho súčinu. Ten nám umožňuje definovat’
geometriu aj v nekonečnorozmerných abstraktných priestoroch.
Defińıcia 1 (Defińıcia skalárneho súčinu). Nech V je vektorový priestor nad telesom reálnych
č́ısiel R (resp. komplexných č́ısiel C). Skalárny súčin na priestore V je zobrazenie ⟨·, ·⟩ :
V ×V → R (resp. C), ktoré každému páru vektorov x, y ∈ V prirad́ı skalár a sṕlňa nasledujúce
axiómy pre l’ubovol’né x, y, z ∈ V a α ∈ R (resp. C):

1. Linearita v prvej zložke: ⟨x + y, z⟩ = ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ a ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩,

2. Konjugovaná symetria: ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (pre reálny priestor plat́ı priama symetria
⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩),

3. Pozit́ıvna definitnost’: ⟨x, x⟩ ≥ 0, pričom ⟨x, x⟩ = 0 práve vtedy, ked’ x = 0.
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Vektorový priestor vybavený takýmto skalárnym súčinom sa nazýva unitárny priestor.
Defińıcia 2. Norma vektora v unitárnom priestore je so skalárnym súčinom ⟨·, ·⟩ definovaná
ako ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩.

Veta 2 (Trojuholńıková nerovnost’ vo všeobecnom unitárnom priestore). Nech V je unitárny
priestor so skalárnym súčinom ⟨·, ·⟩. Potom pre l’ubovol’né vektory x, y ∈ V plat́ı:

∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ (2)

Dôkaz. Využijeme vlastnosti skalárneho súčinu (linearitu v prvej zložke a konjugovanú sy-
metriu). Vyjadŕıme druhú mocninu normy vektora x + y:

∥x + y∥2 = ⟨x + y, x + y⟩
= ⟨x, x⟩ + ⟨x, y⟩ + ⟨y, x⟩ + ⟨y, y⟩
= ∥x∥2 + ⟨x, y⟩ + ⟨x, y⟩ + ∥y∥2

Súčet komplexného č́ısla a č́ısla k nemu konjugovaného je rovný dvojnásobku jeho reálnej
časti (z + z̄ = 2Re(z)):

∥x + y∥2 = ∥x∥2 + 2Re(⟨x, y⟩) + ∥y∥2

Teraz aplikujeme Cauchyho-Schwarzovu-Bunjakovského nerovnost’, ktorá hovoŕı, že |⟨x, y⟩| ≤
∥x∥ · ∥y∥. Ked’že Re(z) ≤ |z|, plat́ı:

Re(⟨x, y⟩) ≤ |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥

Dosadeńım tohto odhadu spät’ do našej rovnice dostávame:

∥x + y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2∥x∥ · ∥y∥ + ∥y∥2

∥x + y∥2 ≤ (∥x∥ + ∥y∥)2

Ked’že normy sú z defińıcie nezáporné reálne č́ısla, odmocneńım oboch strán źıskavame do-
kazovanú trojuholńıkovú nerovnost’ ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

Klasický dvojrozmerný Euklidov priestor, v ktorom je sformulovaná väčšina geometrických
úloh (vrátane hl’adania Fermatovho bodu), je špecifickým pŕıpadom unitárneho priestoru.
Ide o priestor R2 vybavený štandardným skalárnym súčinom ⟨u, v⟩ = u1v1 + u2v2. Klasická
Euklidovská norma (vzdialenost’ od počiatku) je potom priamo indukovaná týmto súčinom:

∥u∥ =
√

⟨u, u⟩ =
√

u2
1 + u2

2

Trojuholńıková nerovnost’ v tomto priestore hovoŕı, že pre l’ubovol’né dva vektory (posunutia)
plat́ı, že d́lžka ich výsledného súčtu neprevýši súčet ich jednotlivých d́lžok.

Prirodzeným rozš́ıreńım pre viacero prvkov (či už č́ısel alebo vektorov) je tzv. n-uholńıková
nerovnost’, ktorú vieme elegantne dokázat’ pomocou matematickej indukcie.
Veta 3 (n-uholńıková nerovnost’). Nech V je unitárny priestor a x1, x2, . . . , xn ∈ V sú
l’ubovol’né vektory pre n ≥ 2. Potom plat́ı:

∥x1 + x2 + · · · + xn∥ ≤ ∥x1∥ + ∥x2∥ + · · · + ∥xn∥ (3)

Dôkaz. Tvrdenie dokážeme matematickou indukciou vzhl’adom na počet vektorov n.

1. Báza indukcie (n = 2): Pre dva vektory tvrdenie znie ∥x1 + x2∥ ≤ ∥x1∥ + ∥x2∥, čo je
presne základná trojuholńıková nerovnost’, ktorej platnost’ sme už dokázali.
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2. Indukčný krok: Predpokladajme, že tvrdenie plat́ı pre nejaké pevné k ≥ 2 (indukčný
predpoklad), teda plat́ı:

∥x1 + x2 + · · · + xk∥ ≤ ∥x1∥ + ∥x2∥ + · · · + ∥xk∥

Chceme dokázat’, že tvrdenie plat́ı aj pre k + 1 vektorov. Aplikovańım základnej troju-
holńıkovej nerovnosti (n = 2) na tieto dva objekty dostávame:

∥(x1 + x2 + · · · + xk) + xk+1∥ ≤ ∥x1 + x2 + · · · + xk∥ + ∥xk+1∥

Teraz na prvý člen na pravej strane použijeme indukčný predpoklad:

∥x1 + x2 + · · · + xk∥ + ∥xk+1∥ ≤ (∥x1∥ + ∥x2∥ + · · · + ∥xk∥) + ∥xk+1∥

Složeńım oboch nerovnost́ı dostávame finálny vzt’ah pre k + 1 vektorov:

∥x1 + x2 + · · · + xk+1∥ ≤ ∥x1∥ + ∥x2∥ + · · · + ∥xk+1∥

Tým je indukčný krok ukončený a tvrdenie plat́ı pre každé celé č́ıslo n ≥ 2.

2 Úlohy
Úloha 1. Nech priamka p predstavuje rieku, farmár F a krava K sú v rovnakej polrovine
určenej p. Pričom farmár je vzdialený od rieky 4 km and krava 1 km. |FK| =

√
151 km. Akú

najmenšiu vzdialenost’ muśı farmár prejst’ ak si chce nabrat’ v rieke vodu do vedra a potom
napojit’ kravu?
Úloha 2. Kladné č́ısla a, b, c sṕlňajú a + b + c = 8. Dokážte, že plat́ı:

√
1 + a2 +

√
4 + b2 +

√
9 + c2 ≥ 10.

Úloha 3. Pre reálne č́ısla x, y nájdite minimálnu možnú hodnotu výrazu:

V =
√

x2 + 4 +
√

(y − x)2 + 9 +
√

(12 − y)2 + 25

Dôkaz. Výraz interpretujeme v zmysle unitárneho priestoru R2 s klasickou Euklidovskou nor-
mou ∥u∥ =

√
u2

1 + u2
2. Jednotlivé odmocniny v súčte reprezentujú normy troch vhodne zvo-

lených vektorov:

u = (x, 2) =⇒ ∥u∥ =
√

x2 + 22 =
√

x2 + 4

v = (y − x, 3) =⇒ ∥v∥ =
√

(y − x)2 + 32 =
√

(y − x)2 + 9

w = (12 − y, 5) =⇒ ∥w∥ =
√

(12 − y)2 + 52 =
√

(12 − y)2 + 25

Hl’adaný výraz V je rovný súčtu noriem V = ∥u∥ + ∥v∥ + ∥w∥. Podl’a zovšeobecnenej n-
uholńıkovej nerovnosti (pre n = 3) plat́ı:

∥u∥ + ∥v∥ + ∥w∥ ≥ ∥u + v + w∥

Sč́ıtańım jednotlivých zložiek vektorov dostávame výsledný vektor:

u + v + w = (x + (y − x) + (12 − y), 2 + 3 + 5) = (12, 10)
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Dĺžka (norma) tohto výsledného vektora je konštantná:

∥u + v + w∥ =
√

122 + 102 =
√

144 + 100 =
√

244 = 2
√

61

Minimálna hodnota výrazu je teda 2
√

61. Rovnost’ (minimum) nastáva práve vtedy, ked’ sú
vektory u, v, w kolineárne (smerujú rovnakým smerom), čo zodpovedá situácii, kedy sú ich
zložky v rovnakom pomere:

x

2 = y − x

3 = 12 − y

5
Táto sústava lineárnych rovńıc má jednoznačné riešenie x = 2.4 a y = 6, čo potvrdzuje, že
minimum je dosiahnutel’né.
Úloha 4. Dokážte, že pre l’ubovol’né kladné reálne č́ısla a, b, c plat́ı nerovnost’:

√
a2 − ab + b2 +

√
b2 − bc + c2 ≥

√
a2 + ac + c2

Dôkaz. Úlohu vyriešime geometrickou interpretáciou v rovine R2. Výrazy pod odmocninami
pripomı́najú kośınusovú vetu z2 = x2 + y2 − 2xy cos γ.

1. Uvažujme bod O ako počiatok sústavy súradńıc. Zostrojme tri polopriamky o1, o2, o3
vychádzajúce z O tak, že zovretý uhol ∠(o1, o2) = 60◦ a ∠(o2, o3) = 60◦. Celkový uhol
je ∠(o1, o3) = 120◦.

2. Na polopriamku o1 nanesieme bod A vo vzdialenosti a, na o2 bod B vo vzdialenosti b a
na o3 bod C vo vzdialenosti c.

Teraz vyjadŕıme d́lžky strán trojuholńıka ABC pomocou kośınusovej vety:

|AB| =
√

a2 + b2 − 2ab cos(60◦) =
√

a2 − ab + b2 (ked’že cos 60◦ = 1/2)

|BC| =
√

b2 + c2 − 2bc cos(60◦) =
√

b2 − bc + c2

|AC| =
√

a2 + c2 − 2ac cos(120◦) =
√

a2 + ac + c2 (ked’že cos 120◦ = −1/2)

Podl’a klasickej geometrickej trojuholńıkovej nerovnosti pre body A, B, C v rovine plat́ı, že
d́lžka cesty cez bod B nemôže byt’ kratšia ako priama úsečka AC:

|AB| + |BC| ≥ |AC|

Dosadeńım vypoč́ıtaných d́lžok dostávame priamo dokazovanú nerovnost’. Rovnost’ nastáva
iba v pŕıpade, ak bod B lež́ı na úsečke AC.
Úloha 5. Pre bod P vnútri konvexného štvoruholńıka ABCD dokážte |AP |+ |PD| < |AB|+
|BC| + |CD|.
Úloha 6. V trojuholńıku ABC označme M stred BC. Dokážte |AM | < |AB|+|AC|

2 .
Úloha 7. V konvexnom štvoruholńıku ABCD nájdite bod P , ktorý má minimálny súčet
vzdialenost́ı od A, B, C, D.
Úloha 8. (Fermatov bod) V trojuholńıku ABC nájdite bod P , ktorý má minimálny súčet
vzdialenost́ı od A, B, C.
Úloha 9. Je daný ostrý uhol XOY a v jeho vnútri pevný bod M . Nájdite na ramene OX
bod A a na ramene OY bod B tak, aby obvod trojuholńıka MAB bol minimálny.

(JBMO)
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Dôkaz. Obvod trojuholńıka MAB je definovaný ako súčet d́lžok Ov = MA + AB + BM .
Poźıcia bodov A and B je premenlivá. Využijeme prinćıp osovej súmernosti (zrkadlenia) na
rozvinutie tejto ”zlomenej“ ĺınie do priamky.

1. Nech M1 je obraz bodu M v osovej súmernosti podl’a priamky OX (rameno uhla). Z
vlastnost́ı osovej súmernosti vyplýva, že pre l’ubovol’ný bod A ∈ OX plat́ı |MA| =
|M1A|.

2. Nech M2 je obraz bodu M v osovej súmernosti podl’a priamky OY . Pre l’ubovol’ný bod
B ∈ OY analogicky plat́ı |MB| = |M2B|.

Dosadeńım týchto rovnost́ı môžeme hl’adaný obvod preṕısat’ do tvaru:

Ov = M1A + AB + BM2

Body M1 a M2 sú pevne dané. Podl’a n-uholńıkovej nerovnosti pre štyri body M1, A, B, M2
plat́ı, že ich spojnica je najkratšia vtedy a len vtedy, ked’ body ležia na priamej úsečke
spájajúcej krajné body:

M1A + AB + BM2 ≥ M1M2

Najmenš́ı možný obvod je rovný d́lžke úsečky |M1M2|. Hl’adané optimálne body A a B sú
preto jednoznačne určené ako priespečńıky priamky M1M2 s ramenami uhla: A = M1M2∩OX
and B = M1M2 ∩ OY . Ked’že uhol ∠XOY je ostrý, tieto priespečńıky vždy existujú a ležia
na polopriamkach ramien.

Úloha 10. Je daný ostrouhlý trojuholńık. Nájdite trojuholńık s vrcholmi na jeho stranách s
minimálnym obvodom.

3 Ďaľsie úlohy
Úloha 11. Nech n je celé č́ıslo, kde n ≥ 3, a a1, a2, . . . , an sú d́lžky strán l’ubovol’ného n-
uholńıka. Dokážte nerovnost’

a1 + a2 + · · · + an >
√

2(a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n).

(CKMO 2022/2023)
Úloha 12. Dané je kladné celé č́ıslo n ≥ 4. Množina A, ktorá obsahuje n rôznych reálnych
č́ısel, sa nazýva ı́rečitá, ak sṕlňa nasledujúcu podmienku: pre l’ubovol’né reálne č́ıslo a ∈ A
existujú rôzne reálne č́ısla x, y, z ∈ A také, že |x − a|, |y − a|, |z − a| ≥ 1. V závislosti od n
určte najväčšie reálne č́ıslo M také, že nerovnost’∑

a∈A

|a| ≥ M

plat́ı pre l’ubovol’nú n-prvkovú ı́rečitú množinu A.

(Výberové sústredenie 2025)
Úloha 13. V rovine je daných n bodov (n ≥ 3), pričom vzdialenost’ medzi l’ubovol’nými
dvoma z nich je najviac D. Dokážte, že počet dvoj́ıc bodov, ktorých vzdialenost’ je striktne
väčšia ako D√

2 , nemôže presiahnut’ ⌊n2

3 ⌋.

(ISL)
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Dôkaz. Úlohu sformulujeme v jazyku teórie grafov. Definujme graf G = (V, H), kde vrcholy
V sú dané body v rovine. Hranu medzi dvoma vrcholmi X, Y zavedieme práve vtedy, ak ich
vzdialenost’ sṕlňa |XY | > D√

2 . Naš́ım ciel’om je dokázat’, že počet hrán |H| ≤ ⌊n2

3 ⌋.

Podl’a Turánovej vety plat́ı, že ak graf s n vrcholmi neobsahuje kompletný podgraf K4 (štyri
navzájom kompletne prepojené vrcholy), potom maximálny počet jeho hrán je práve ⌊n2

3 ⌋.
Dôkaz teda zredukujeme na geometrické overenie (sporom), že v Euklidovom priestore R2

nemôže existencia kompletného podgrafu K4 nastat’.

Predpokladajme, že existujú 4 body A, B, C, D, medzi ktorými je všetkých 6 vzájomných
vzdialenost́ı striktne väčš́ıch ako D√

2 a zároveň žiadna nepresahuje D. Rozoberme dva geomet-
rické pŕıpady usporiadania týchto bodov v rovine:

1. Pŕıpad 1: Jeden bod lež́ı vo vnútri trojuholńıka zvyšných troch.
Bez ujmy na všeobecnosti nech bod D lež́ı vo vnútri trojuholńıka ABC. Súčet troch
vnútorných uhlov okolo bodu D je 360◦:

∠ADB + ∠BDC + ∠CDA = 360◦

Podl’a Dirichletovho prinćıpu muśı byt’ aspoň jeden z týchto troch uhlov najmenej 120◦.
Nech je to ∠ADB ≥ 120◦. Aplikujme kośınusovú vetu na trojuholńık ADB pre stranu
AB:

|AB|2 = |AD|2 + |BD|2 − 2|AD||BD| cos(∠ADB)
Ked’že ∠ADB ≥ 120◦, plat́ı cos(∠ADB) ≤ −1/2, z čoho vyplýva −2 cos(∠ADB) ≥ 1.
Dosadeńım tohto odhadu a podmienok sporu (|AD| > D√

2 , |BD| > D√
2) dostávame:

|AB|2 ≥ |AD|2 + |BD|2 + |AD||BD| >
D2

2 + D2

2 + D√
2

· D√
2

= 3
2D2

Po odmocneńı dostávame |AB| >
√

1.5D ≈ 1.225D, čo je v priamom spore s predpo-
kladom, že maximálna vzdialenost’ v množine je D.

2. Pŕıpad 2: Body tvoria konvexný štvoruholńık.
Nech body tvoria konvexný štvoruholńık ABCD v tomto porad́ı vrcholov po obvode.
Súčet vnútorných uhlov štvoruholńıka je 360◦:

∠DAB + ∠ABC + ∠BCD + ∠CDA = 360◦

Podl’a Dirichletovho prinćıpu je aspoň jeden z týchto uhlov najmenej 90◦. Nech je to
uhol pri vrchole B, teda ∠ABC ≥ 90◦. Použijeme kośınusovú vetu pre trojuholńık ABC
a jeho stranu AC:

|AC|2 = |AB|2 + |BC|2 − 2|AB||BC| cos(∠ABC)
Pretože ∠ABC ≥ 90◦, plat́ı cos(∠ABC) ≤ 0, a teda −2|AB||BC| cos(∠ABC) ≥ 0. Z
toho dostávame:

|AC|2 ≥ |AB|2 + |BC|2

Dosadeńım podmienok grafu (|AB| > D√
2 a |BC| > D√

2) źıskavame:

|AC|2 >
D2

2 + D2

2 = D2 =⇒ |AC| > D

To opät’ generuje priamy spor s maximálnou povolenou vzdialenost’ou D.

Ked’že oba možné geometrické pŕıpady vedú k sporu, kompletný podgraf K4 nemôže v grafe G
existovat’. Graf je zhora ohraničený Turánovým č́ıslom, a preto je celkový počet hrán (dvoj́ıc)
najviac ⌊n2

3 ⌋.
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