: Trojsten

Trojuholnikova nerovnost
Michal ITkovic¢

1 Uvod

Trojuholnikova nerovnost patri medzi najzdkladnejsie a najdolezitejsie tvrdenia v matema-
tickej analyze, linearnej algebre a geometrii. Vyjadruje intuitivny fakt, ze priama cesta medzi
dvoma bodmi je vzdy najkratsia.

Veta 1 (Trojuholnikovd nerovnost v R). Pre [ubovolné redlne ¢isla x,y € R plati:

lz +y| < x|+ |yl (1)

Dokaz. Kedze obe strany nerovnosti st nezdporné, moéZzeme ich umocnit na druhi, é¢im za-
chovédme smer nerovnosti. Upravme lavt stranu:

[z +yl* = (z+y)* = 2" + 2zy + ¢
Teraz upravme pravua stranu:
(2] + [y = |2 + 2J2[ly| + [y|* = 2* + 2Jz||y| + y*

Porovnanim oboch stran vidime, Ze nerovnost |z + y|* < (|| + |y|)? je ekvivalentnd s nerov-
nostou:
v+ 2zy +y* <a® +20allyl +y° = 2y <|zllyl

Posledna nerovnost zjavne plati pre kazdé x,y € R, nakolko redlne ¢islo je vzdy mensie alebo
rovné svojej absolitnej hodnote. Spatnym odmocnenim dostavame povodné tvrdenie. O

V kontexte linedrnej algebry mozeme toto tvrdenie zovseobecnit pre lubovolny unitarny pries-
tor (vektorovy priestor so skaldrnym si¢inom) nad telesom redlnych alebo komplexnych ¢éisiel.
V modernych matematickych struktirach zovseobecniujeme pojem vzdialenosti a uhla pomo-
cou geometrického a algebrického konceptu skaldrneho stéinu. Ten ndm umoziiuje definovat
geometriu aj v nekonecnorozmernych abstraktnych priestoroch.

Definicia 1 (Definicia skalarneho stic¢inu). Nech V' je vektorovy priestor nad telesom redlnych
¢isiel R (resp. komplexnych ¢isiel C). Skaldrny sic¢in na priestore V' je zobrazenie (-,-) :
VxV — R (resp. C), ktoré kazdému paru vektorov x,y € V priradi skalar a spiﬁa nasledujtce
axiomy pre Iubovolné x,y,z € V a a € R (resp. C):

1. Linearita v prvej zlozke: (z + v, 2) = (z, 2) + (v, 2) a (azx,y) = alz,y),

2. Konjugovana symetria: (x,y) = (y,x) (pre redlny priestor plati priama symetria
(,y) = (y, ),

3. Pozitivna definitnost: (z,z) > 0, pricom (z,x) = 0 prave vtedy, ked = = 0.
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Trojuholnikova nerovnost 1 UVOD

Vektorovy priestor vybaveny takymto skalarnym stc¢inom sa nazyva unitarny priestor.
Definicia 2. Norma vektora v unitdrnom priestore je so skaldrnym sticinom (-,-) definovana

ako ||z|| = +/(z, ).

Veta 2 (Trojuholnikova nerovnost vo vieobecnom unitdrnom priestore). Nech V' je unitdrny
priestor so skaldrnym sicinom (-,-). Potom pre lubovolné vektory x,y € V plati:

[z +yll < llzl] + llyll (2)

Dékaz. Vyuzijeme vlastnosti skaldarneho sucinu (linearitu v prvej zlozke a konjugovaniu sy-
metriu). Vyjadrime druht mocninu normy vektora x + y:

o+ yl* = (z +y, 2 +y)
= (z,2) + (z,9) + (y,2) + (1,9)
= ll2l* + (z,9) + (z,9) + [ly]I”
Sucet komplexného cisla a cisla k nemu konjugovaného je rovny dvojnasobku jeho realnej
casti (z + 2 = 2Re(2)):
I+ ylI* = [[«]|* + 2Re({z, y)) + [ly]*

Teraz aplikujeme Cauchyho-Schwarzovu-Bunjakovského nerovnost, ktord hovori, ze |(x,y)| <
llz] - ||y]|. KedZe Re(z) < |z|, plati:

Re((z,y)) < [z, y)| < |l=] - [yl
Dosadenim tohto odhadu spit do nasej rovnice dostdvame:

lz+yl1* < ll2l® + 201z -yl + Iy ]1®
Iz +yl1* < (Il + lly)*

KedZe normy st z definicie nezdporné realne ¢isla, odmocnenim oboch stran ziskavame do-
kazovant trojuholnikovi nerovnost ||z + y|| < ||z]| + [Jy]|. O

Klasicky dvojrozmerny Euklidov priestor, v ktorom je sformulovana vacsina geometrickych
tloh (vriatane hladania Fermatovho bodu), je $pecifickym pripadom unitdrneho priestoru.
Ide o priestor R? vybaveny $tandardnym skaldrnym stic¢inom (u,v) = ujv; + usvy. Klasickd
Euklidovskd norma (vzdialenost od pociatku) je potom priamo indukované tymto sicinom:

all = /(w,u) = \/u? + 3

Trojuholnikova nerovnost v tomto priestore hovori, Ze pre ITubovolné dva vektory (posunutia)

plati, ze dizka ich vysledného stctu neprevysi stucet ich jednotlivych dizok.

Prirodzenym rozsirenim pre viacero prvkov (¢i uz ¢isel alebo vektorov) je tzv. n-uholnikova
nerovnost, ktort vieme elegantne dokdzat pomocou matematickej indukcie.

Veta 3 (n-uholnikovd nerovnost). Nech V je unitdrny priestor a xi,%s,...,2, € V si
lubovolné vektory pre n > 2. Potom plati:

[y + 2o+ -+l <l + [lzall + - + ] (3)

Doékaz. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou vzhladom na pocet vektorov n.

1. Baza indukcie (n = 2): Pre dva vektory tvrdenie znie ||z + 22| < ||z1]] + ||22]|, ¢o je
presne zdkladnd trojuholnikova nerovnost, ktorej platnost sme uZ dokéazali.
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2. Indukény krok: Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre nejaké pevné k > 2 (indukény
predpoklad), teda plati:

[1 + o+ -+ ]| < ol + [loofl 4 - - 4 [l

Chceme dokdzat, Ze tvrdenie plati aj pre k + 1 vektorov. Aplikovanim zdkladnej troju-
holnikovej nerovnosti (n = 2) na tieto dva objekty dostédvame:

(@1 + a2+ + @) + T || < Jlwg + 22+ + @il + [z
Teraz na prvy ¢len na pravej strane pouzijeme indukcény predpoklad:
o1+ 22+ - el + [[eea ]l < (laall + llzall + -+ flzel]) + (el
SloZenim oboch nerovnosti dostavame findlny vztah pre k + 1 vektorov:

|21+ 2o+ -+ 2ppa]| < |zl + |22 + -+ [l zrga ]

Tym je indukény krok ukonceny a tvrdenie plati pre kazdé celé cislo n > 2. O]

2 Ulohy

Uloha 1. Nech priamka p predstavuje rieku, farmar F' a krava K si v rovnakej polrovine
uréenej p. Pricom farmar je vzdialeny od rieky 4 km and krava 1 km. |FK| = /151 km. Akt
najmensiu vzdialenost musi farmér prejst ak si chce nabrat v rieke vodu do vedra a potom
napojit kravu?

Uloha 2. Kladné &sla a, b, ¢ spiﬁajfl a + b+ c = 8. Dokézte, ze plati:

V1+a2+V4+b2+vV9+ 2> 10.

Uloha 3. Pre redlne ¢isla z, y najdite minimalnu moznt hodnotu vyrazu:

V= Va2 td+/(y—2)2+9+,/(12—y)? +25

Dékaz. Vyraz interpretujeme v zmysle unitdrneho priestoru R? s klasickou Euklidovskou nor-

mou |u| = \/u? 4 u3. Jednotlivé odmocniny v sticte reprezentuji normy troch vhodne zvo-
lenych vektorov:

u=(2,2) = |jul|=va2+22=va2+4
v=(y—2,3) = |v|=/y—2)2+32=/(y—x)2+9
w=(12-y,5) = [lw|=/(12—y)2+52 = /(12— y)? + 25

Hladany vyraz V je rovny suctu noriem V = ||u|| + ||v|| + |[[w]|. Podla zovSeobecnenej n-
uholnikovej nerovnosti (pre n = 3) plati:

[ull + [[vI[ + [[w]| = [[u+ v+ w]
S¢itanim jednotlivych zloziek vektorov dostavame vysledny vektor:

ut+v+w=(z+(@y—2)+(12—-y), 2+3+5) = (12,10)
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Dizka (norma) tohto vysledného vektora je konstantna:
[u+v+w| =122 + 102 = V144 + 100 = V244 = 2V/61

Minimélna hodnota vyrazu je teda 24/61. Rovnost (minimum) nastdva prave vtedy, ked st
vektory u, v, w kolinedrne (smeruji rovnakym smerom), ¢o zodpovedd situdcii, kedy su ich
zlozky v rovnakom pomere:

r y—x 12—y

2 3 >
Tato sustava linedrnych rovnic méa jednoznacné riesenie x = 2.4 a y = 6, ¢o potvrdzuje, Ze
minimum je dosiahnutelné. O

Uloha 4. Dokézte, ze pre lubovolné kladné redlne éisla a, b, ¢ plati nerovnost:

Va2 —ab+ b2+ Vb2 —be+ 2> Va2 + ac+ 2
Dékaz. Ulohu vyrieSime geometrickou interpretdciou v rovine R?. Vyrazy pod odmocninami
pripominajt kosinusovi vetu z? = 2?2 + % — 22y cos 7.

1. Uvazujme bod O ako pociatok ststavy sturadnic. Zostrojme tri polopriamky o1, 02, 03
vychadzajice z O tak, ze zovrety uhol Z(01,09) = 60° a Z(09,03) = 60°. Celkovy uhol
je Z(o1,03) = 120°.

2. Na polopriamku o; nanesieme bod A vo vzdialenosti a, na 0o, bod B vo vzdialenosti b a
na o3 bod C' vo vzdialenosti c.

Teraz vyjadrime diiky stran trojuholnika ABC' pomocou kosinusovej vety:

|AB| = \/a2 + b2 — 2abcos(60°) = Va2 — ab+ b*  (kedZze cos60° =1/2)
|BC| = \/b2 + ¢ — 2bc cos(60°) = Vb2 — be + ¢?
|AC| = \/a2 + ¢ — 2accos(120°) = Va? + ac+ @ (kedZe cos120° = —1/2)

Podla klasickej geometrickej trojuholnikovej nerovnosti pre body A, B,C v rovine plati, Ze
dlZka cesty cez bod B nemdze byt kratSia ako priama tsecka AC:

[AB| +|BC| > |AC]

Dosadenim vypocitanych dizok dostavame priamo dokazovant nerovnost. Rovnost nastdva
iba v pripade, ak bod B lezi na tsecke AC. n

Uloha 5. Pre bod P vnitri konvexného §tvoruholnika ABC'D dokéite |AP|+|PD| < |AB|+
|BC| +|CD|.

Uloha 6. V trojuholniku ABC oznatme M stred BC. Dokézte |AM| < ABHAC

Uloha 7. V konvexnom $tvoruholniku ABC'D najdite bod P, ktory ma minimélny sucet
vzdialenosti od A, B, C, D.

Uloha 8. (Fermatov bod) V trojuholniku ABC najdite bod P, ktory ma minimalny stcet
vzdialenosti od A, B, C'.

Uloha 9. Je dany ostry uhol XOY a v jeho vnutri pevny bod M. Néjdite na ramene OX
bod A a na ramene OY bod B tak, aby obvod trojuholnika M AB bol minimalny.

(JBMO)
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Dokaz. Obvod trojuholnika M AB je definovany ako stucet dizok O, = MA + AB + BM.
Pozicia bodov A and B je premenliva. Vyuzijeme princip osovej simernosti (zrkadlenia) na
rozvinutie tejto ,zlomenej“ linie do priamky.

1. Nech M; je obraz bodu M v osovej sumernosti podla priamky OX (rameno uhla). Z
vlastnosti osovej simernosti vyplyva, Ze pre Tubovolny bod A € OX plati M A| =
| M Al.

2. Nech M, je obraz bodu M v osovej stimernosti podla priamky OY . Pre Tubovolny bod
B € OY analogicky plati |[M B| = |MyB|.

Dosadenim tychto rovnost{ méZeme hladany obvod prepisat do tvaru:
OU = M1A + AB + BM2

Body M; a M, st pevne dané. Podla n-uholnikovej nerovnosti pre styri body M, A, B, M,
plati, Ze ich spojnica je najkratsia vtedy a len vtedy, ked body leZia na priamej usecke
spajajucej krajné body:
MA+ AB + BMy > My M,

Najmensi moimy obvod je rovny dizke tsecky |M;M,|. Hladané optimélne body A a B st
preto jednoznacne urcené ako priespecniky priamky M; My s ramenami uhla: A = M; MoNOX
and B = MM, N OY. KedZe uhol ZXOY je ostry, tieto priespeéniky vzdy existuji a lezia
na polopriamkach ramien.

]

Uloha 10. Je dany ostrouhly trojuholnik. Najdite trojuholnik s vrcholmi na jeho stranéach s
minimalnym obvodom.

3 DalSie tlohy

Uloha 11. Nech n je celé cislo, kde n > 3, a ay,as,...,a, st diiky stran Tubovolného n-
uholnika. DokéZte nerovnost

a1+ as+ o+ an > 2(a} + ad -+ a2).

(CKMO 2022/2023)
Uloha 12. Dané je kladné celé &islo n > 4. Mnozina A, ktora obsahuje n roznych redlnych
¢isel, sa nazyva irecita, ak spiﬁa nasledujicu podmienku: pre lubovolné redlne ¢islo a € A
existuju rozne redlne Cisla z,y, 2z € A také, ze |z — al,|y — a|,|z —a| > 1. V zavislosti od n
urcte najvacsie redlne ¢islo M také, Ze nerovnost

S lal > M

acA
plati pre Tubovolnt n-prvkovi fre¢itti mnozinu A.

(Vyberové sistredenie 2025)
Uloha 13. V rovine je danych n bodov (n > 3), pricom vzdialenost medzi lubovolnymi
dvoma z nich je najviac D. DokéZte, ze pocet dvojic bodov, ktorych vzdialenost je striktne
vacsia ako %, nemoze presiahnut L%QJ

(ISL)
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Dékaz. Ulohu sformulujeme v jazyku teérie grafov. Definujme graf G = (V, H), kde vrcholy
V st dané body v rovine. Hranu medzi dvoma vrcholmi XY zavedieme prave vtedy, ak ich
vzdialenost spliia |XY| > %. Nagfm cielom je dokézat, 7ze pocet hrén |H| < |%|.

Podla Turdnovej vety plati, ze ak graf s n vrcholmi neobsahuje kompletny podgraf K (Styri
navzajom kompletne prepojené vrcholy), potom maximélny pocet jeho hran je prave L%QJ
Dokaz teda zredukujeme na geometrické overenie (sporom), ze v Euklidovom priestore R?
nemoze existencia kompletného podgrafu K4 nastat.

Predpokladajme, ze existuju 4 body A, B,C, D, medzi ktorymi je vsetkych 6 vzajomnych
vzdialenosti striktne vécsich ako % a zaroven ziadna nepresahuje D. Rozoberme dva geomet-
rické pripady usporiadania tychto bodov v rovine:

1. Pripad 1: Jeden bod lezi vo vnutri trojuholnika zvysnych troch.
Bez ujmy na vsSeobecnosti nech bod D lezi vo vnutri trojuholnika ABC'. Sucet troch
vnutornych uhlov okolo bodu D je 360°:

LADB + Z/BDC + ZCDA = 360°

Podla Dirichletovho principu musi byt aspon jeden z tychto troch uhlov najmenej 120°.
Nech je to ZADB > 120°. Aplikujme kosinusovi vetu na trojuholnik ADB pre stranu
AB:
|AB|* = |AD|? + |BD|?* — 2|AD||BD| cos(£/ADB)
KedZe ZADB > 120°, plati cos(ZADB) < —1/2, z éoho vyplyva —2 cos(LADB) > 1.
Dosadenim tohto odhadu a podmienok sporu (|AD| > =, [BD| > ) dostavame:
D2 D2 D D 3
|AB|* > |AD|* + |BD|?* + |AD||BD| > — + — =_-D?
TRV 2
Po odmocneni dostavame |AB| > /1.5D ~ 1.225D, ¢o je v priamom spore s predpo-
kladom, Ze maximéalna vzdialenost v mnozine je D.

2. Pripad 2: Body tvoria konvexny stvoruholnik.
Nech body tvoria konvexny stvoruholnik ABC'D v tomto poradi vrcholov po obvode.
Sucet vnutornych uhlov stvoruholnika je 360°:

LDAB+ ZABC + ZBCD + ZCDA = 360°

Podla Dirichletovho principu je aspoii jeden z tychto uhlov najmenej 90°. Nech je to
uhol pri vrchole B, teda ZABC' > 90°. Pouzijeme kosinusovu vetu pre trojuholnik ABC
a jeho stranu AC":

|AC|? = |AB|? + | BC|?* — 2|AB||BC| cos(£LABC)

Pretoze ZABC > 90°, plati cos(LABC) < 0, a teda —2|AB||BC|cos(LABC) > 0. Z
toho dostavame:
|AC? > |AB|2 + |BC\2

Dosadenim podmienok grafu (|AB| > 7% a |BC| > ) ziskavame:
D? D2
|A(J|2>7+7—D2 — |AC| > D

To opét generuje priamy spor s maximalnou povolenou vzdialenostou D.

Ked'Ze oba moZné geometrické pripady ved k sporu, kompletny podgraf K, nemdZe v grafe G

existovat. Graf je zhora ohrani¢eny Turdnovym &islom, a preto je celkovy pocet hran (dvojic)
2
najviac [%-]. O
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