: Trojsten

Vlastnosti polary

Michal ITkovié¢

V tejto prednaske sa pozrieme na olympiddne vyuzitie polarnej priamky. Prednaska bude
obsahovat vetu o sebapolarite, La Hirovu vetu, Brokardovu vetu, vetu o §tvorpomere na
polare a iné. Tieto vety st v prednaske aplikované na viacerych prikladoch na trovni od
celostatneho kola az po IMO.

1 Teoéria

Symbolom AB budeme znacit tradi¢ne priamku prechadzajicu bodmi A, B a niekedy navyse
aj dizku orientovanej usecky s krajnymi bodmi A a B. A+ znaéf poldru k bodu A (vzhladom
na nejaki kruznicu).

Definicia 1. V stradnicovom systéme so stredom v pociatku S[0, 0] je polarna priamka A+
(polara) k bodu Alxg, yo] (pdl) uréend rovnicou:

Tor + Yoy = 1 (1)

Jednoznaénym sposobom sme vytvorili dvojice medzi vSetkymi bodmi a priamkami v rovine
vzhladom na stiradnicovii sustavu (Standardne uréent jednotkovou kruznicou). Vynimkou je
stredovy bod stistavy a priamky prechéddzajice stredom sustavy. Dvojicu bod-priamka budeme
nazyvat pol a polara.

Veta 1. Nech body A, B,C, D lezia na kruznici k. Nech X € ABNCD,Y € ACNBD a
Z € AD N BC. Potom priamka Y Z je poldra bodu X .

Dokaz. Parametrizujme si body na kruznici k. Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
k je jednotkova kruznica so stredom v pociatku S[0,0]. Kazdy bod na k okrem bodu [—1, 0]
vieme vyjadrit pomocou raciondlnej parametrizicie:

(1) = l1—t2 2t ]

14+¢2" 14¢2

Bod [—1,0] mdzeme vnimat limitne ako e(oco). Nech A = e(t1), B = e(ty), C = e(t3) a
D = e(ty), kde ty,t9,t3,t4 € R s navzajom rdzne parametre.

1. Odvodenie vSeobecnej rovnice priamky AB: Vseobecnd rovnica priamky prechadzajicej
bodmi Alzy, 1] a Blzra, ye] ma tvar (y; — yo)z — (21 — x2)y + (21y2 — x2y1) = 0. Dosadime
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Vlastnosti polary 1 TEORIA

suradnice bodov A a B vyjadrené pomocou parametrov:

11—t 1-13 2(12 — t3)
Tr— T2 = 2 2 = 2 2

1+t3 1+t5 (1+6)(1+13)

2t 2t 2(t; — to)(1 — tqt
Y1 — Yo = 1 2 _ (1 2)( 12)

1+ 1+t (1+)(1+13)
(1— 192t — (1 —t5)2t1 _ 2(t2 — t1)(1 + tato)
(1+2)(1+13) (1+2)(1+1¢3)
Dosadenim tychto vyrazov do rovnice priamky a prendasobenim celej rovnice spoloénym ne-

(1+3) (1+£3)
Q(tl—tz)

Priamka AB : (1 — tltg)l' -+ (tl + tz)y =1+ tltg

T1Y2 — ToY1 =

nulovym faktorom ziskavame findlnu rovnicu priamky AB:

Analogicky cyklickou zamenou indexov ur¢ime rovnice pre ostatné potrebné priamky:

Priamka C'D (1 — t3t4)[E + (tg + t4)y =1+ t3t4
Priamka AC : (1 —tit3)z + (t1 +t3)y = 1 + t1t3
Priamka BD : (1 — t2t4)l' -+ (tg -+ t4)y =1+ t2t4

2. Vypocet stradnic prieseénika X: Bod X|[zg, yo] hladdme ako priesecnik priamok AB
a CD. Riesime stustavu dvoch linearnych rovnic pomocou Cramerovho pravidla. Menovatel
stradnic den(X) a Citatele num,(X), num,(X) st rovné prislusnym determinantov ststavy:

den(X) = (1 — tltg)(tg + t4) - (1 - t3t4)(t1 + tg)
numf(X) = (1 + t1t2)<t3 + t4) - (1 + t3t4)(t1 + tg)
numy(X) = 2(t3t4 — tltg)

Stradnice bodu X [z, 3] potom mdzeme systematicky zapisat ako podiely tychto vyrazov:

o num, (X) ~ numy(X)
7 den(X) o= den(X)

3. Urcenie sdradnic bodu Y: Bod Y[zy,yy] vznikd ako prieseénik priamok AC N BD.
KedZe struktira tejto sistavy je identickd s hladanim bodu X, len s upravenym vyberom
priamok, jeho stiradnice ziskame priamo z predoslého kroku aplikovanim indexovej zameny
2 & 3

den(Y) (1 — tltg)(tQ + t4) — (1 — t2t4)(t1 + tg)
numx(Y) = (1 + tltg)(tg + t4) — (1 + t2t4)(t1 + tg)
numy(Y) = 2(t2t4 — tltg)

Suradnice bodu Y [xy, yy] st teda analogicky definované ako:

num,(Y) num,(Y)

- den(Y) ’ = den(Y)

Ty
4. Overenie polarneho vztahu pre bod Y: Chceme dokizat, Zze bod Y lei na poldrne;
priamke bodu X, ¢o znamen4 overit platnost rovnice xoxy +yoyy = 1. Dosadenim explicitnych
zlomkovych vyjadreni stiradnic z predchadzajicich dvoch bodov dostavame rovnicu:

num (X) numg(Y)  numy(X) num,(Y)

den(X)  den(Y) | den(X) den(y) .
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Vlastnosti polary 1 TEORIA

Ttto rovnicu zbavime zlomkov prendsobenim spolotnym produktom menovatelov den(X) -
den(Y'), ¢im prejdeme k ekvivalentnému porovnavaniu polynémov v tvare:

num, (X) - num,(Y") + num, (X) - num,(Y) = den(X) - den(Y)
Pre zjednodusenie vypoctu si najprv roznasobime pravi stranu rovnosti (sti¢in menovatelov):
den(X) - den(Y) = ((ts + ta — t1 — to) — tuta(ts + ta) + tata(ts + t2))
x ((t2 + ta — t1 — t3) — tats(ta + ta) + tota(ts + t3))
Chceme dokdzat, Ze bod Y leZ na poldrnej priamke bodu X, ¢o znamené overit platnost

rovnice xoxy +yoyy = 1. Dosadenim zlomkovych vyjadreni a prendsobenim vyrazom den(X)-
den(Y') prechddzame k porovnavaniu dvoch polynémov:

num, (X) - num, (Y') + num, (X) - num, (Y) = den(X) - den(Y’)

Pre exaktné overenie tejto rovnosti rozndsobime jednotlivé segmenty lavej a pravej strany.
Najprv vyéislime x-ovii zlozku na Tavej strane:

ty ity —t — ts) + tats(ta + ta) — tata(ts + t3)|
+ 15+ 15 + 1] — 21ty — 2ot
+ t1ts + tit; + o] + 1315
— tTtoty — totsty — titoty — titaty — totsty — totaty
— t3tots — titots — titst: — totst]
+ titatsty + ittty + titotat] + titatst]

num, (X) - numg (V) = [(ts + s — 11 — 1) + tita(ts + ta) — tata(ts + 1)
X {(
=17

ﬁalej roznasobime jednocleny y-ovej zlozky Citatela na lavej strane, ¢im dostdvame vyhradne
¢leny 4. stupna:
numy(X) . numy(Y) = 2(t3t4 — tltg) . 2(t2t4 — tltg)
= dtgtsts — Attty — At toty + dtTtots

S¢itanim x-ovej a y-ovej ¢asti dostavame po redukcii rovnakych vyrazov findlnu podobu lavej
strany (LS) rovnice:

LS =15 + 15 + 15 + 1] — 2t1ty — 2oty
+ t1t5 + tits + tat] + t3t]
+ BtTtots — titoty — titsty — Stitoty — Stitaty — totsty — totaty + Stotst]
+ ttgtaty + ottty + titatst] + titotats
Teraz nezavisle rozvinie siucin dvoch menovatelov na pravej strane (PS) rovnice:
PS =den(X) - den(Y)
= [(ts +ta — t1 — ta) — trta(ts + ta) + tsta(ts + t2)]
x[(t2 + ta — t1 — t3) — tata(ta + ta) + tata(ts + ts)]
=15+ 15+ 3 + 1] — 241ty — 2tat3
+ 55 + 1515 + ot + 15t
+ 3t3tots — titaty — titsty — Btitoty — Btitaty — tatsty — totaty + Stotst]
+ titatity + Gitotsty + titatat] + titatst]
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Vlastnosti polary 1 TEORIA

Priamym vizualnym porovnanim zrekonstruovanych polynémov pre LS a PS vidime, Ze ko-
eficienty pri vsetkych stupnoch a kombinacidch premennych ¢; si absolitne totozné. Ich
odcitanim dostavame identitu 0 = 0, ¢o potvrdzuje, ze bod Y lezi na polare bodu X.

5. Rozsirenie pre bod Z: Bod Z je definovany ako priese¢nik priamok AD N BC. Jeho
suradnice [zz,yz| vyjadrime Struktirne totoznym sposobom ako v pripade bodov X a Y.
Suradnice ur¢ime aplikovanim indexovej zameny 2 <+ 4 voci zakladnym determinantom bodu
X, teda:

num,,(2) ~ numy(Z)

den(Z) ’ vz = den(Z)
Dosadenim tjchto hodnot do cielovej rovnice polary zoxz +voyz = 1 obdrZime po prendsobeni

menovatelmi symetricky ekvivalentni algebrickt rovnost, ktoré sa opét zredukuje na identitu.
Z toho vyplyva, ze aj bod Z lezi na polare bodu X.

Ty =

Pretoze oba body Y aj Z sucasne lezia na hladanej priamke X+ a dve unikdtne polohy jed-
noznacne definuji priamku v rovine, priamka Y Z je definitivne hladanou polarnou priamkou
bodu X. m

Désledok 1.1. Dotykové body z bodu X na kruznicu k leia na X=.
Veta 2. (La Hirova veta) X leZi na Y prdve vtedy, ked' Y leZi na X+.

Dékaz. Predpokladajme, ze X lezi na Y. Nech A, B st prieseéniky se¢nice prechddzajtcej X
s kruznicou k. Druhé prieseéniky priamok Y A,Y B s k ozna¢me postupne C, D. Kedze X je
priese¢nik priamky AB s polarou Y+, tak musi lezat na priamke C'D. Z toho uZ ale vyplyva,
ze Y lezi na X+, kvoli vete 1. Zarovei je tym dokdzand aj ekvivalencia. O]

Cvicenie 1. Nech k je kruznica a bod P je rozny od stredu k. Dokazte, ze tetiva AB prechadza
bodom P préave vtedy, ked sa doty¢nice v bodoch A, B pretinaji na fixnej priamke.
Veta 3. Nech S je stred kruznice k a X je bod rézny od S. Potom plati XS L X*.

Dokaz. Ak je X von z kruznice k, potom skonstruujeme polaru ako priamku prechadzajicu
dotykovymi bodmi (ozna¢me A, B) doty¢nic z X na k. Vyuzitim ¢iapockovej vety dostaneme
| X A| = |XB|. Takze podla sss st trojuholniky AXAS a AXBS zhodné. Takze XS je os
uhla ZAX B, ale v rovnoramennom trojuholniku AAX B je os uhla oproti zakladni zhodné
s vyskou oproti zakladni. Z toho vyplyva XS L X*. Ak je X na kruznici k, tak je polara
dotyc¢nicou ku kruznici v danom bode a tvrdenie trivialne plati. Ak je X vnutri kruznice k,
tak si dokreslime Y € XSN X" (Y je von z k). Podla vety 2 aj X € Y. Ak by mali priamky
X+ a Y+ spoloény bod, tak by jeho poldra musela ist cez X aj Y, lenZe tdto priamka pol
nemd, lebo ide cez stred S (respektive ma pél v nekonecne). Z toho dostdvame X+ || Y, ale
ako sme uz dokdzali Y'S L Y+, takze aj XS L X+ O

CvicCenie 2. (Brokardova veta) Nech body A, B, C, D lezia na kruznici k so stredom S. Nech
XeABNCD,Y €e ACNBD a Z € AD N BC. Dokazte, ze S je ortocentrum trojuholnika
XYZ.

Definicia 2. Dvojpomerom sStyroch bodov A, B, C, D leziacich na jednej priamke rozumieme

hodnotu AC AD
AB,CD)=—: —
( )l O ) CB DB Y
kde tsecky uvazujeme orientovane.
Tvrdenie 4. (Tvrdenie o projektivite) Nech priamky a,b, ¢, d prechddzaji bodom P a pretinaji
priamku ¢ v bodoch A, B,C, D a ini priamku ¢’ v bodoch A’', B',C", D'. Potom plati:

(AB,CD) = (A'B',C'D)).
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Vlastnosti polary 1 TEORIA

Definicia 3. (Harmonicka stvorica) Povieme, Ze Stvorica bodov A, B, C, D leziacich na jednej
priamke je harmonickd, ak plati:
(AB,CD) = —1.

Stvorica A, B,C, D je teda harmonicka, ak body C, D delia tisecku AB v rovnakom pomere
— jeden zvnutra, druhy zvonka.

1.1 Harmonické stvorice v znamych konfiguraciach

1. Nech M je stred tsecky AB. Potom plati:
(AB,Moo) = —1,

kde oo oznacuje bod v nekonecne.

2. Nech sa ceviany AD, BE,CF pretinaju v bode P a ozna¢me D' = EF N BC. Potom
plati:
(BC,DD") = —1.

3. Nech bod X lezi na priemere AB kruZnice k so stredom O. Ak X’ je obraz bodu X v
inverzii podla k (t. j. OX - OX' = OA? = OB?), potom plati:

(AB,XX') = —1.

4. Nech A, B,C, D leZia na priamke a P mimo nej. Potom z lubovolnych dvoch z nasle-
dujtcich podmienok plynie tretia:

« (AB,CD) = —1,
« JAPC =90°,
« /BPC = /CPD.

Tvrdenie 5. (Premietanie dvojpomeru na kruznicu) Nech je dany bod P leZiaci na kruznici
k a mimo priamky €. Nech priamky a,b,c,d pretinaji priamku ¢ v bodoch A", B',C", D" a
kruznicu k v bodoch A, B,C, D. Potom plati:

_AC AD

AB.C'D) =" .2
(4B, C'D) CB DB

Veta 6. (Milfkovicova veta) Nech k je kruznica a bod X je rozny od stredu k. Secnica kruznice
k prechddzajica bodom X sa s k pretina v bodoch A, B. OznacmeY € ABN X+ Potom plat{
(XY,AB) = —1.

Dékaz. Myslienka dokazu je dokazat (XY, AB) = (XY, BA). Vdaka vlastnostiam dvojpome-
rov plati vSeobecne (XY, BA) = WIAB). Dosadenim by sme dostali podmienku (XY, AB)? =
1 a kedze (XY, AB) # 1, tak nutne (XY, AB) = —1. Zostrojme d’alsiu se¢nicu kruznice k
prechadzajicej bodom X, ktora sa s k pretina v bodoch C, D. Priese¢nik polary so secnicou
ozna¢me Y’ € X+ N CD. Priesetnik AC's BD ozna¢me X' a AD s BC oznatme X”. Pre-
nesenim dvojpomeru cez bod X’ dostaneme (XY, AB) = (XY’,CD) a prenesenim cez X"

dostaneme (XY’ CD) = (XY, BA). O
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2 U’lohy

Uloha 1. Nech XV je priemer kruznice. Na kruznici lezia dva body P a Q tak, ze bod P je
blizsie k bodu X ako bod (). Nech sa tsecky PX a QY pretinaji v bode S mimo kruznice.
Nech sa doty¢nice ku kruznici v bodoch P a @ pretinaju v bode R. Dokazte, ze RS 1 XY.
Hinty:

Uloha 2. Nech ABCD je stvoruholnik vpisany do kruznice so stredom O. Nech sa tsecky
AC a BD pretinaju v bode I. Nech priamka d prechadza bodom I a je kolmé na OI. Oznac¢me
EednAD a F € dn BC. Dokézte, ze bod I je stred tsecky FF'. Hinty:

Uloha 3. Nech ABCD je Stvoruholnik, ktory m4 vpisant kruznicu so stredom O. Nech H
je kolmy priemet bodu O na tsecku BD. Dokazte, ze plati: ZAHB = ZCH B. Hinty:
Uloha 4. Nech AB je priemer kruznice k so stredom O. Bod C' lezi na polpriamke opac¢nej
BA. Priamka prechadzajica bodom C' pretina kruznicu k& v bodoch D a E. Nech OF je
priemer kruznice w opisanej trojuholniku ABOD. Nech G = CF Nw, t. j. druhy prieseénik
priamky C'F' s kruznicou w. Dokazte, ze body O, E, A, G lezia na jednej kruznici. Hinty:

(Cina ZMO 2006 - zapadnd)
Uloha 5. Nech vpisand kruZnica trojuholnika AABC sa dotyka stréan BC, CA a AB v
bodoch D, E, F (v tomto poradi). Nech priamka EF pretina BC' v bode A’. Definujme
obdobne body B' = FDNCA a C' = DEN AB. Dokézte, ze body A’, B', C' lezia na jednej
priamke. Hinty: [6]
Uloha 6. Nech w je vpisana kruzmica trojuholnika AABC, ktoré sa dotyka strany BC v
bode D. Nech H je bod na strane BC taky, ze AH L BC, a nech M je stred usecky AH.
Nech priamka DM pretina kruznicu w v bode X. Dokazte, Ze kruznica opisand trojuholniku
ABXC mé dotykovy bod s kruznicou w. Hinty:
Uloha 7. Nech ABCD je bicentricky $tvoruholnik, t.j. Stvoruholnik, ktory mé zdroveii
vpisant aj opisani kruznicu. Ozna¢me O za stred kruznice opisanej a I za stred kruznice
vpisanej tomuto Stvoruholniku. Nech H € AC' N BD je priese¢nik uhlopriecok stvoruholnika
ABCD. Dokazte, ze body O, I a H lezia na jednej priamke. Hinty:

(IMO Shortlist)
Uloha 8. Majme trojuholnik AABC. Jeho vpisans kruznica so stredom I sa dotyka strén
AB a AC postupne v bodoch E, F. Oznatme M a N postupne taZiskd kruZnic opisanych
trojuholnikom AAIC a AAIB. Vedme z bodu M doty¢nice ku kruznici vpisanej trojuholnika
AABC, ktoré sa jej dotykaju v bodoch K,G. Analogicky vedme aj z bodu N, ktoré sa
dotykaju zas v bodoch J, L. Priamky KG a JL sa pretinaju v bode X. Dokazte, ze EF X1
je kosostvorec. Hinty: [9]

(KMS 45-3-10)
Uloha 9. V trojuholniku AABC oznacme O stred jeho opisanej kruznice a I stred kruznice
jemu vpisanej. Nech os vonkajsieho uhla pri vrchole A pretina priamku BC' v bode D. Nech
14 je stred pripisanej kruznice trojuholnika AABC' oproti vrcholu A. Nech bod K lezi na
priamke AI tak, ze |AK| = 2|AI| < |IK| . Dokazte, ze ak je isetka DF' priemerom kruznice
opisanej trojuholniku ADK 1y, tak potom plati |OF| = 3|OI|. Hinty:

(IKS 14-4-3)
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3 Literatura a zdroje

Literatara

[1] Tarik Adnan Moon: Pole-Polar: Key Facts;
https://studylib.net /doc/27520415 /pole-polar

[2] Pepa Tkadlec: Dvoupomeér a poléry;
https://prase.cz/library /iKS-DvoupomeraPolaryPT /iKS-DvoupomeraPolaryPT.pdf

[3] https://www.maths.gla.ac.uk/wws/cabripages/geometry.html
[4] https://arxiv.org/pdf/0909.1377

Hinty
1. R lezi na polare bodu X.
2. Pozrite sa na polaru bodu I.
3. Harmonicka stvorica.
4. Poléra bodu F vzhladom na k.
5. Mocnost v bode P.
6. AD,BE,CF sa pretinaju v jednom bode.
7. Nech D' = EFNBC aY je stred DD'.
8. Polara k bodu H.
9. La Hirova veta a dokoncuje sa to rotaciou.

10. La Hirova veta a Eulerova priamka.
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