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Pozndmka: V tomto materialy ¢erpam najmaé z [kovar'grafy skriptum]| a [Minarik bipartitni‘graf;
ako aj z vlastnych poznamok z Teérie grafov s doc.M. Macajom. KedZe materidly sa znaine
prelinaji, neuvadzam presné citéacie.

1 Definicia

Definicia 1. (Jednoduchy neorientovany) graf (bez sluciek a ndasobngch hrdn) je usporiadana
dvojica (V) E'), kde V' je kone¢nd mnozina a F je podmnozina mnoziny vSetkych dvojprvkovych
podmnozin V.

Neformalne, V' je mnozina vrcholov a F je mnozina hran, s tym, ze ak medzi vrcholmi v
a w existuje hrana, tak dvojica {v,w} je v E.

Definicia 2. Velkost grafu = pocet jeho vrcholov.

Susedia vrchola v = vsetky u € V' také ze {u,v} € E, teda existuje hrana medzi u a v.
Stuperi vrchola = pocet jeho susedov, znac¢ime deg(v), pripadne d(v). Graf je pravidelny, ak
vsetky vrcholy maja rovnaky stupen.

Definicia 3. Niektoré zakladné typy grafov: Kompletny graf je graf, v ktorom sa vsetky
hrany (E je celd mnozina dvojprvkovych podmnozin V).

Kruznica dlZky n: postupnost vrcholov xy, s, ... x, s hranami {x1, 22}, {xa, 23}, {Tn, 1}
Cesta dlZky n: postupnost vrcholov xy, s, . ..z, s hranami {z1, 22}, {2, 23}, {Tn_1, 2.}

Tvrdenie 1. V grafe G(V, E) plati ey deg(v) = 2|E|, teda sicet stupriov vrcholov je rovnj
dvojndsobku poctu hran.

Dokaz. Kazda hrana ma dva konce, teda prispieva jednotkou k stupnu 2 vrcholov. Do suc¢tu
nalavo teda kazd4 hrana prispela dvakrat jednotkou. Formélne:

ddeglv)y=> > 1= > > 1=2|E

veEV e€E vEVWEE vEVWEE e€E
O
Désledok 1.1. Pocet vrcholov nepdrneho stupna je parny.
Dokaz. Dokaz sporom pomocou tvrdenia O
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2 Podgrafy

Definicia 4. Graf G' = (V', E') je podgrafom gratu G = (V, E), pokial V' CV a E' C E.

Faktor je podgraf na vsetkych vrcholoch. Viastny podgraf je podgraf, kde V # V' alebo
E # E'. Indukovany podgraf obsahuje vSetky hrany pdvodného grafu incidentné s vrcholmi
vo V', teda ak v povodnom grafe je hrana medzi v, w € V', potom tato hrana je aj v podgrafe.

V&imnime si, Ze v definicii podgrafu treba vyzadovat, aby G’ bol graf - nie kazd4 dvojica
podmnozin (V', E') ndm dava graf.

Uloha 1. Moéze byt indukovany faktor vlastnym podgrafom?

Uloha 2. Predpokladajme, Ze rozlisujeme jednotlivé vrcholy. Kolko roznych faktorov m4
dany graf?

Uloha 3. Predpokladajme, Ze rozlisujeme jednotlivé vrcholy. Kolko rdznych podgrafov mé
kompletny graf K7

Uloha 4. Identifikujte indukované podgrafy kompletného grafu.

3 Suvislost

Definicia 5. Graf nazyvame sivisly, pokial existuje cesta medzi Tubovolnymi dvoma jeho
vrcholmi. Komponent sivislosti grafu je najvacsi suvisly podgraf (vzhladom na reldciu byt
suvisly).

Uloha 5. Ukézte, 7e v stvislom grafe sa kazdé 2 najdlhie cesty pretinaj. Hinty:
Uloha 6. Kolko najviac hrdn moze mat graf s n vrcholmi a k komponentami?
Uloha 7. Pre péarne &slo n najdite pravidelny graf stupiia (n/2 — 1) s n vrcholmi.

Uloha 8. Nech u je vrchol neparneho stupiia grafu G. Ukézte, Ze potom existuje cesta z u
do v, kde v # u a deg(v) je neparny. Hinty:

4 Stromy

Definicia 6. Les je acyklicky graf, teda neobsahuje ziadnu kruznicu. Suvisly acyklicky graf
(suvisly les), nazyvame strom. Vrchol stupna 1 nazyvame list. Most je hrana, ktorej od-
stranenim sa zvysi po¢et komponentov suvislosti. Les je acyklicky graf.

Les je acyklicky, nie nutne suvisly graf. Jeho komponenty stuvislosti s suvislé a acyklické,
teda stromy.

Tvrdenie 2. Strom na aspon 2 vrcholoch ma aspon 1 list.

Dokaz. Nech kazdy vrchol ma stupen aspon 2. Zoberme najdlhsiu cestu. Potom z jej kon-
cového vrchola musi ist hrana do niektorého iného vrchola tej cesty, ¢o ale dava cyklus. [

Uloha 9. Ukazte, ze odobranim listu zo stromu s n > 1 vrcholmi vznikne strom s n — 1
vrcholmi.

Uloha 10. Ukézte, Ze pre strom T = (V, E) plati |E| = [V| — 1. Hinty:
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Ekvivalentné definicie stromu na n vrcholoch:

o suvisly graf s n — 1 hranami

o acyklicky graf s n — 1 hranami

o suvisly graf, kde kazda hrana je most

o graf, v ktorom medzi kazdymi 2 vrcholmi existuje prave 1 cesta.

Na danej mnozine vrcholov je teda graf maximalny acyklicky a minimélny savisly graf.
(Min/max vzhladom k poc¢tu hrdn, teda pridanim hrany vznikne cyklus, odobranim hrany sa
prerusi stvislost.)

Cvicenie 1. Dokazte, ze tie definicie st naozaj ekvivalentné s definiciou stromu.
Priklad 1. Ukédzte, ze pocet listov v strome T = (V| E) je asponi n = maz,cydeg(v).

Riesenie. Vieme, za kazdy strom ma4 list. Odstranenim vrchola stupna n, dostaneme n kom-
) )
ponentov suvislosti - stromov.

Cvicenie 2. Nech F}, je les s k komponentami, ukazte, ze pocet hran je n — k
Cvicenie 3. Dokazte, ze ak min,cydeg(v) > 2, potom graf obsahuje cyklus.

Cvicenie 4. Dokézte (alebo vyvratte), ze kazdy graf, ktory ma menej hran ako vrcholov, ma
aspon jeden komponent suvislosti, ktory je stromom.

Definicia 7. Podgraf, ktory obsahuje vsetky vrcholy a je strom, nazyvame kostra.

Uloha 11. Dokéazte, e kazdy suvisly graf ma kostru. Hinty:

Hinty

1. Zoberte 2 disjunktné cesty a najdite dlhsiu.
2. Pouzi désledok [I.T] na komponent suvislosti, v ktorom je w.

3. Indukciou: Pre |V| = 1 zjavne plati. Majme strom o n vrcholoch a n — 1 hranach. Potom
pridanim vrchola mézeme pridat najviac 1 hranu (inak kruZnica).

4. odoberaj hrany.
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