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Abstrakt

Prednéska je zamerand na dve klticové vety projektivnej a afinnej geometrie troj-
uholnika — Cevovu vetu a Menelaovu vetu. Obe vety poskytuju elegantné a silné
kritéria pre kolinearitu bodov a konkurenciu priamok, ktoré tvoria zaklad rieSenia po-
krocilych tloh matematickych olympiad.

1 Cevova veta

1.1 Navodné dlohy a motivacia

Cvigenie 1 (Motivain tiloha na zadiatok). Taznica v trojuholniku je priamka prechédzajica
stredom nejakej jeho strany a protilahlym vrcholom.

1. Dokézte, Ze faZnice v trojuholniku sa pretinaji v jednom bode.
2. Dokézte, Ze rozdeluju trojuholnik na 6 mensich s rovnakym obsahom.

Toto tvrdenie je samo o sebe celkom obtiaZné dokézat, pretoZe pri fiom musime vyuZivat
trikové dokazové techniky. Nastastie Cevova veta ndm pontika kladivo, pomocou ktorého sa
stava uloha o konkurentnosti troch priamok rutina.

Predtym, nez sformulujeme samotné vety, preskiimajme dve fundamentélne vlastnosti geomet-
rickych konfiguracii. Tieto ulohy sltzia ako priama intuicia k objaveniu dokazovych mecha-
nizmov Cevovej vety.

Cvicenie 2 (Motivacia pre Cevovu vetu: Pomer obsahov). Nech ABC' je trojuholnik a X je
Tubovolny bod leziaci na strane BC' (rozny od vrcholov).

1. Dokazte, ze pomer dizok tseciek BX a XC je rovny pomeru obsahov trojuholnikov
ABX a ACX, teda % — SaaBx

~ Spacx”
2. Ak zvolime lubovolny bod P, ktory lezi na tsecke AX, dokdzte, Ze plati rovnost:

BX _ SaaBP
XC  Saacp

Dékaz. 1. Spustime kolmicu z vrcholu A na priamku strany BC' a oznacme jej dizku (vysku
trojuholnika) ako v,. Pre obsahy trojuholnikov plati Saapx = %-BX-va aSaacy = %-XC’-UQ.

Ich podielom dostavame:
-BX v, BX

SaaBx _ _
- XC v, XC

N =[N =

SAACX
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2. Analogicky, ak sa pozrieme na trojuholniky PBX a PCX, maji spoloént vysku z vrcholu

P na stranu BC'. Preto plati % = gi% Z algebraickej vlastnosti zlomkov (ak § = £,
potom § = 7=5) dostavame:

BX  Spapx — Sapex  Saanp

XC  Spacx — Sapcx  Saacp

Tento vysledok je klicom k celému dokazu Cevovej vety, pretoZe ndm umoznuje nahradit dl/zvk:y
stran na obvode trojuholnika pomermi obsahov vnitornych trojuholnikov. O

1.2 Hlavna veta

Definicia 1. Nech ABC je trojuholnik. Uvazujme body X,Y, 7 také, ze X € BC, Y €
CA a Z € AB, pricom ziadny z tychto bodov nesplyva s vrcholom trojuholnika. Priamky
AX, BY,CZ nazyvame Ceviany. Ak sa priamky AX, BY,CZ pretinaju v jednom bode P,
tento bod nazyvame Cevov bod vzhladom na trojuholnik ABC'

Veta 1 (Cevova veta). Nech ABC' je trojuholnik a X, Y, Z si body na priamkach BC,CA, AB
rozne od vrcholov. Priamky AX, BY,CZ sa pretinaji v jednom bode (si konkurentné) alebo
st rovnobeiné prdve vtedy, ked pre absolitne dl/zvky useciek plati:

AZ BX CY

7B XC vA !

Dokaz. Dokazeme priamu implikdciu pomocou pomerov obsahov trojuholnikov. Predpokla-
dajme, ze priamky AX, BY,C'Z sa pretinaju v bode P.

Uvazujme trojuholniky ABP a ACP. Bod X deli stranu BC. Obsahy trojuholnikov so
spolo¢nym vrcholom st v pomere ich zakladni. Preto plati:

BX  Spapx  SapBx

XC  Saacx  Sapox
7 vlastnosti zlomkov dostavame:

BX  Saapx —Sappx _ Saapp

XC  Saacx — Sapcx  Saace

Analogicky vyjadrime pomery pre ostatné strany:

cYy _ Sapcp  AZ _ Saacp
YA  Spapp’ ZB  Sapcp

Teraz tieto tri rovnosti vynasobime:

AZ BX CY  Spacp Saap Sapcp

. . — . . =1
ZB XC YA Sapcp Saacp Saap

Tym je priamy smer dokazany. Opacny smer sa dokazuje analogicky sporom. O

Veta 2 (Trigonometrickd Cevova veta). Nech AD, BE,CF' st ceviany v trojuholniku ABC.
Tieto priamky sa pretinaji v jednom bode prdve vtedy, ked':

sin/BAD sin/ZCBFE sinAAC'F_

Sn/DAC sn/EBA sm/FCB
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Dokaz. Najprv predpokladajme, ze AD, BE, C'F sa pretinaju v spoloénom bode X. VSimnime
si pomery obsahov ¢iastkovych trojuholnikov vyjadrené pomocou sinusov uhlov:

Sapax  3AB-AX -sin/BAX  AB-sin/BAD
Saxac  3AX-AC-sinZXAC — AC -sinZDAC

A analogicky pre ostatné dvojice trojuholnikov plati:

SACBX . BC -sin/ZCBE SAACX . OASIHZAOF
SAXBA B BASII]AEBA’ SAXCB N CB-sin/ZFCB

Z toho priamo vyplyva:

sin/BAD sin /CBE sinZACF B AB -sin/BAD BC -sin/ZCBFE CA-sin/ZACF

sin /DAC sin /EBA sin/FCB AC -sin/DAC BA-sin/EBA CB-sin /FCB
_ SaBax  SacBx  Saacx _ ]

SAXAC SAXBA SAXCB

Opacné implikacia vyplyva z argumentu, ktory je takmer identicky s dokazom diikovej formy
Cevovej vety. n

1.3 Cvicenia na Cevovu vetu
Cvicenie 3 (Gergonnov a Lemoinov bod). Nech ABC' je trojuholnik.

1. Uvazujme kruznicu vpisanu trojuholniku ABC, ktora sa dotyka stran AB,BC,CA
postupne v bodoch 7y, X;,Y;. Dokazte, ze priamky AX;, BY;,C'Z; st konkurentné
(Gergonnov bod).

2. Uvazujme kruznicu opisant trojuholniku ABC'. Nech dotyc¢nice k tejto kruznici v bodoch
B a (' sa pretinaji v bode X5, dotycnice v C' a A v bode Y5 and dotyc¢nice v A a B v
bode Z,. Priamky AX,, BY;, C'Z, sa nazyvaju symmediany. Dokazte, ze st konkurentné
(Lemoinov / Symmedianovy bod).

Dékaz. Uvedomme si, Ze v oboch pripadoch hré kIi¢ovii rolu zhodnost tseciek dotyénic spus-
tenych z jedného bodu k danej kruznici.

1. Pre Gergonnov bod lezia body dotyku Xi,Y;, Z; priamo na stranach. Diiky doty¢nic z
jednotlivych vrcholov st zhodné, teda plati AZ; = AY;, BZ; = BX; a CX; = CY;. Po
dosadeni do Cevovej vety dostavame:

AZ, BX; CY AY, BX; CY; .
ZiB X;C Y{A BX;, CY; AY;

Priamky su teda konkurentné.

2. Pre Lemoinov bod priese¢niky dotyénic Xs, Y, Z5 lezia mimo trojuholnika, avsak priamky
AX,, BY,, CZ,y pretinaju protilahlé priamky stran v nejakych bodoch XY, Z. Z vlastnosti
doty¢nic ku kruznici opisanej a sinusovej vety (alebo pouzitim vlastnosti harmonickych pélov
a polar) vyplyva, ze diikovy pomer, v akom ¢eviana AX, pretina stranu BC, je dany Stvorcom
prilahlych stran:

BX 2

XC
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. / v s CY __ a? AZ b2 v
Cyklickou zamenou dostaneme zvysné pomery 37 = % a 3% = 3. Ich stcin je:
b & a®
PER

Algebraickd podstata oboch dokazov je vdaka symetrii doty¢énic Struktirne identickd a v
oboch pripadoch vedie priamo k splneniu Cevovej vety. O

Cvicenie 4 (Nagelov bod). Nech ABC je trojuholnik. Uvazujme tri pripisané kruznice,
pricom kruznica proti vrcholu A sa dotyka strany BC' v bode X, kruznica proti B sa dotyka
CA vY a kruznica proti C' sa dotyka AB v Z. Dokazte, ze priamky AX, BY,CZ su konku-

rentné.

Doékaz. Oznacme polobvod trojuholnika ako s = . Zo zakladnych geometrickych vlast-

a+b+c
2

nosti pripisanych kruznic (kde vzdialenost od vrcholu k bodu dotyku na predlZenej strane je
rovnd prave polobvodu s) vieme presne vyjadrit dlzky tseciek, na ktoré body XY, 7 delia
strany trojuholnika:

AZ =s—-b, ZB=s—a

BX=s—¢, XC=s-b

CY=s—a, YA=s-—c

Tieto body zjavne lezia vnutri prislusnych stran. Zostavime stéin ich pomerov pre Cevovu
vetu:

AZ BX CY s—b s—c s—a

ZB XC YA s—a s—b s—c
Vietky c¢leny sa navzdjom vykratuju a vysledny sicin je rovny 1. Podla Cevovej vety st
priamky konkurentné v jednom bode, ktory nazyvame Nagelov bod. O
Uloha 1. Predpokladajme, e strany AB, AC a BC' trojuholnika ABC maju postupne diéky

. ) ¢ AF _ 2 . CE _

13, 14 a 1/5. Ak pre ceviany AD, BE, C'F plne konkurentné v bode X plati £ = £ a 77 = g,
najdite dlzky useciek BD and DC.

=1

Dékaz. Podla Cevovej vety pre trojuholnik ABC' a bod konkurencie X plati:

AF BD CE ]
FB DC EA
Dosadime zname pomery zo zadania tlohy:
2 BD 5 2 BD BD
1 4

5’ DC’'s 3 DCc ' T DC™

Vieme, Ze bod D lezi na strane BC, ktorej celkova dizka je BC = BD+ DC = 15. Vyjadrime
BD = 4DC' a dosadime do rovnice pre dlzku strany:

ADC+DC =15 = 5DC =15 = DC =3

Nésledne dopoditame BD = 4 - 3 = 12. Hladané diiky useciek st BD =12 a DC' = 3. m

Uloha 2. V trojuholniku ABC' su c¢eviany AD, BE,CF konkurentné. Body P,Q, R lezia
postupne na useckach FF, F'D, DE tak, ze priamky DP, EQ, F'R st konkurentné. Dokazte,
ze priamky AP, BQ,CR su taktiez konkurentné.
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Dékaz. Ulohu mozeme elegantne vyriesit transformaciou pomerov pomocou Cevovej a trigo-
nometrickej Cevovej vety. Konkurencia priamok DP, EQ, F'R v trojuholniku DEF ndm podla
Cevovej vety dava informéciu o pomeroch delenia stran EF, FD, DE bodmi P, Q, R.

Pri prechode k pévodnému trojuholniku ABC' vyjadrime uhly, ktoré zvieraji priamky AP,
BQ, CR s prislusnymi stranami, pomocou sinusov uhlov v trojuholniku DEF' a poléh bo-
dov delenia. Aplikaciou trigonometrickej verzie Cevovej vety na trojicu c¢evian AP, BQ),CR
v trojuholniku ABC' a rozpisanim prislusnych sinusovych pomerov cez Cevov bod c¢evian
AD, BE,CF zistime, ze vysledny sucin je presne rovny 1. To potvrdzuje, ze priamky AP,
BQ, CR sa pretinaju v jednom spolo¢nom bode. O
Uloha 3. Nech K,L, M st stredy a D, E, F Tubovolné vnutorné body zaradom stran BC,
CA, AB trojuholniku ABC'. Ozna¢me K’, L', M’ stredy usec¢iek AD, BE,CF. Priamky AD,

BE, CF sa pretinaju v jednom bode prave vtedy, ked sa v jednom bode pretinaji priamky
KK', LL', MM'. Dokazte.

2 Menelaova veta

Cvicenie 5 (Motivacia pre Menelaovu vetu: Prenos pomerov cez kolmice). Nech ABC' je
trojuholnik a priamka p pretina priamky stran AB a BC v bodoch Z a X. Spustme kolmice
z vrcholov A a B na priamku p a ich dlzky oznac¢me h4 a hg. Dokazte, ze absolitna hodnota

pomeru g—g zavisi vyhradne od pomeru tychto dvoch vysok.

Doékaz. Nech paty kolmic z bodov A, B na priamku p st postupne Ay, By. Uvazujme pravouhlé
trojuholniky AAA.Z a ABByZ. Tieto trojuholniky st podobné podla vety uu, pretoZe:

o Uhly LAAyZ a ZBByZ st pravé (90°).
o Uhly ZAZ Ay a Z/BZ B,y st vrcholové (alebo stihlasné, podla polohy bodu Z).
7 podobnosti AAAyZ ~ ABByZ priamo vyplyva rovnost pomerov odpovedajtcich stran:

" BBy, hp

‘AZ AAy ha
7B

Tdto loha ndm ukazuje, Ze zloZité rezy priamkou vieme transformovat na jednoduché linedrne
pomery pomocnych kolmic (visok) prislichajicich jednotlivgm vrcholom. Pri Menelaovej vete
sa po vyndsobeni vsetkych troch pomerov tieto vysky navzdajom kompletne vyrusia. O

Cevova veta sa zaoberd podmienkou, kedy sa tri ¢eviany (priamky spajajice vrcholy s bodmi
na protilahlych priamkach stran) pretinaji v jednom spolo¢nom bode.

Na rozdiel od Cevovej vety sa Menelaova veta zaobera kolinearitou troch bodov. Aby sme ju
mohli sformulovat exaktne vratane polohy bodov voéi strandm, musime zaviest pojem orien-
tovanej usecky.

Definicia 2. Nech A, B, X su tri kolinearne body. Orientovany pomer % definujeme nasle-
dovne:

o Ak bod X lezi medzi bodmi A a B (vnutri usecky AB), potom maji vektory AX a XB
rovnaky smer a pomer je kladny.

o Ak bod X lezi mimo usecky AB (na jej prediieni), potom maji vektory AX a XB
opaCny smer a pomer je zaporny.
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Vd'aka tejto definicii mozeme presne uréit, ¢éi seénica pretina vnttro stran alebo ich predlZzenia.

Veta 3 (Menelaova veta v orientovanom zmysle). Nech ABC' je trojuholnik a body X,Y,Z
lezia postupne na priamkach stran BC,CA, AB pricom nesplyvaji s vrcholmi. Body X,Y, Z
st kolinedrne (leZia na jednej priamke) prdave vtedy, ked pre ich orientované pomery plati:

AZ BX CY _
ZB XC YA~
A
Z
X
Y B C

Dokaz. Dokazeme priamu implikaciu. Predpokladajme, Ze body XY, Z lezia na priamke p.
Spustme kolmice z vrcholov A, B, C' na priamku p a ich dlzky ozna¢me hyu, hg, he. Z podob-
nosti pravouhlych trojuholnikov dostavame pre absolitne hodnoty pomerov:

C
‘ZB _hB ‘XC _hc YA " ha

Vynasobme tieto absolitne hodnoty dostaneme presne 1.

Teraz presktimajme orientaciu. Akékolvek priamka v rovine bud’ pretina vnitro dvoch stran
trojuholnika a predlzeme tretej strany, alebo pretina predlzema vsetkych troch stran.

e V prvom pripade st dva pomery kladné (vnitorné body) a jeden zaporny (vonkajsi
bod). Stéin dvoch kladnych a jedného zaporného ¢isla je zaporny.

o V druhom pripade st vSetky tri pomery zaporné (vsetky body st zvonku). Stcin troch
zépornych &isel je opat zaporny.

V oboch geometrickych konfiguraciach je vysledny orientovany sucin rovny —1. O]

2.1 U'lohy na Menelaovu vetu

Cvicenie 6 (Mongeova veta). V rovine st dané tri kruznice s roznymi polomermi 74, 7y, 7,
pricom ziadna nelezi vnutri druhej a ich stredy A, B, C' tvoria trojuholnik. Pre kazda dvojicu
kruznic zostrojime priese¢nik ich vonkajsich spoloénych doty¢nic (vonkajsie stredy podobnosti
X,Y, 7). Dokazte, ze body X,Y, Z lezia na jednej priamke.

Doékaz. Uvazujme trojuholnik stredov ABC. Bod Z je stredom podobnosti kruznic A a B,
bod X pre B a C, bod Y pre C a A. Z vlastnosti stredov podobnosti vieme, ze tieto body
leZia na priamkach spéjajticich stredy a delia ich v pomere polomerov. KedZe ide o vonkajsie
stredy podobnosti, lezia na prediieniach useciek zvonku. Orientované pomery su preto:

AZ  r, BX rn  CY 7

7B~ n XC rn YA r,

Vynéasobme tieto tri orientované pomery:

() () ()
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Podla orientovanej Menelaovej vety pre trojuholnik ABC leZia body X, Y, Z na jednej priamke.
]

Uloha 4. Nech ABC je trojuholnik, v ktorom AD je os vnttorného uhla A (D € BC). Body
E a F lezia postupne na stranach AC' a AB tak, ze AE = AF. Priamka EF pretina priamku
BC v bode P. Dokazte, ze AD 1 AP.

Doékaz. Aplikujme Menelaovu vetu na trojuholnik ABC' a seénicu P — F — E. Body F € AB
a E € AC st vnitorné, bod P € BC musi byt vonkajsi. Pre absolitne hodnoty plati:

AF BP CE

FB PC EA

KedZe zo zadania AE = AF, tieto hodnoty sa skratia a dostdvame:

BP FB c¢—AF
PC CE b-— AE

BD __ ¢

Z vety o osi uhla pre bod D navyse vieme, ze 55 = 7. Kombindciou tychto pomerov mozno

ukédzat, Ze body P a D delia stranu BC' harmonicky, t.j. g—g = —g—g v orientovanom zmysle.
Z geometrickych vlastnosti harmonickych zvazkov priamok vyplyva, ze ak AD a AP delia
uhly harmonicky a AD je osou vnutorného uhla, tak priamka AP musi byt osou vonkajsicho

uhla, a teda AD 1 AP. O

Cvicenie 7 (Konfigurdcia rovnobeziek a kolinearity). Nech M je stred strany AB trojuholnika
ABC. Body D and FE lezia postupne na useckach BC a C'A tak, ze priamky DFE and AB
st rovnobezné. Bod P lezi na tsecke AM. Priamky EM and C'P sa pretinaju v bode X a
priamky DP and C'M sa pretinaju v bode Y. Dokazte, ze body XY, B su kolinearne.

Dokaz. Tuto tlohu vyriesime aplikdciou Menelaovej vety na trojuholnik AMC'. Uvazujme
body X, Y, B, o ktorych chceme dolgézat’, Ze lezia na jednej priamke. Zistime, ako tieto body
delia priamky stran (alebo ich predlzenia) trojuholnika AMC:

« Bod X vznikol ako priesetnik EM a C'P. MoZeme pouZit Menelaovu vetu pre trojuholnik
AMC a setnicu X — P —C.

e Bod Y je priese¢cnikom DP and C'M.

e Bod B lezi na prediieni strany AM, pricom ked'ze M je stred AB, plati AM = MB,
teda pomer delenia je pevne dany.

Vyuzitim faktu, ze DE || AB, moZeme prenasat pomery dizok tseciek z jednej strany troj-
uholnika na druht (Thalesova veta). Vyjadrenim vSetkych troch prislusnych pomerov stréan
pre body X (na EM), Y (na CM) a B (na predizeni AM) a ich naslednym vynésobenim
dostaneme po zjednoduseni pomocou rovnobeznosti a vlastnosti bodu P hodnotu —1 v orien-
tovanom zmysle. Podla Menelaovej vety st body X,Y, B kolinedrne. O]
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