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Definicia 1. Nech je dany bod S a redlne ¢islo k # 0. Rovnolahlost so stredom S a koeficien-
tom k je zobrazenie v rovine, ktoré kazdému budu X # S priradi bod X' tak, ze X’ lezi na
polpriamke SX pre k > 0 a na polpriamkpe opacnej k SX pre k < 0, pricom |SX'| = |k||SX].
Bodu S je priradeny bod S' = S.

Vlastnosti rovnolahlosti:
« Obraz priamky v rovnolahlosti je vZdy rovnobeznd priamka.
o Stred rovnolahlosti je pevny bod.

e Medzi lubovolnymi dvoma rovnobeZnymi tisec¢kami existuje prave jedna kladna a jedna
zaporna rovnolahlost. Veobecne existuje rovnolahlost medzi dvoma podobnymi mno-
houholnikmi s rovnobeznymi zodpovedajticimi si stranami.

o Stred rovnolahlosti, bod a jeho obraz leZia na priamke.

o Koeficient rovnolahlosti je na zdklade zobrazenia vidy jednoznacne uréeny; stred je
urceny jednoznacne okrem identity.

e inverznym zobrazendm je rovnolahlost s rovnakym stredom a prevratenou hodnoutou
koeficientu.

e stredova simernost = rovnolahlost s koeficientom —1.
 kazdé podobné zobrazenie je rovnolahlost zloZend so zhodnym zobrazenim.

Priklad 1. Vnutri Stvorca ABCD zvolime bod X. DokézZte, Ze taziskd trojuholnikov
ABX, BCX, CDX, DAX tvoria Stvorec.

Riesenie. Tazisko deli taznicu vZdy v pomere 2 : 1. TakZe obrazy tazisk v rovnolahlosti so
stredom X a koeficientom 1,5 st stredy prislusnych stran. Stredy stran tvoria stvorec, teda
aj taziska, ked'Ze s ich vzorom v rovnolahlosti.

Cvicenie 1. Dokazte, ze péaty vysok a stredy stran jedného trojuholnika lezia na spolocnej
kruznici. Hinty:

Medzi dvoma kruznicami k,[ existuje prave jedna kladnd a prave jedna zaporna rov-
nolahlost. Stredy tychto rovnolahlosti st priese¢niky ich spoloénych doty¢nic.
Otazka: Plati to vzdy?

Cvicenie 2. Nijdite rovnolahlosti medzi (k,r),(l,s) pre rozne r = s,r # s a pre rozne
vzajomné polohy k, | (pretinajice sa, nepretinajice sa, vnitorny /vonkajsi bod dotyku, ststredné...).
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Priklad 2. Kruznice k,! maji vnutorny bod dotyku v bode T'. Tetiva AB kruznice k sa
dotyka kruznice [ v bode U. Dokazte, ze priamka UT je osou uhla AT B.

Riesenie. Oznaéme K, L stredy kruZnic k,l. Potom LU je kolmé na AB, kedZe AB je
doty¢nica. Rovnolahlost so stredom v T', ktord zobrauje [ na k, zobrazuje bod U na taky
bod U’ na k, ze KU’ je kolmé na AB. KedZe AB je taznica, KU’ je os tsecky, a teda
|BU'| = |AU'|. Ked'ze U,U’, T lezia na jednej priamke, dostdvame

|<UTA| = |<U'TA| = |<U'BA| = |<U’AB| = |<U'TB| = |[<UTB]|.

Cvicenie 3. Kruznice k, [, m sa dotykaju priamky p postupne v bodoch K, L, M. Navyse sa
kruznice k, [ dotykyju v bode A, [, m sa dotykaju v bode B. Dokazte, ze prlamky KAaMB
sa pretinaju na kruznici [. Co sa zmeni, ak sa [ nedotyka p? Hinty: [2

Cvicenie 4. 1. Nech ABCD je lichobeznik s rovnobeznymi stranami AB, C D, E nech je
priesecnik uhlopriecok. F, G su také body leziace mimo lichobeznika, ze ABF a CDG
st rovnostranné trojuholniky. Dokazte, ze body FE, F, G lezia na priamke.

2. Je dany trojuholnik ABC'. Body dotyku tusecky BC' s vpisanou a pripisanou kruznicou
oznacme postupne D, E. Priamka AFE pretne vpisani kruznicu blizsie k bodu A v bode
F. Dokézte, ze DF je kolméa na BC'

3. Kruznice k,[ maju vonkajsi dotyk v bode 7', navyse sa obe vnutorne dotykaja kruznice
m v bodoch postupne R,S. Druhy priese¢nik priamky R7T' s kruznicou m oznacme ().
Dokazte |[<T'SQ| = 90°. Hinty:

1 Skladanie rovnolahlosti

Tvrdenie 1. Majme dve rovnolahlosti hy(S1, k1), ha(Sa, k2). Potom h = hy o hy je opdt rov-
nolahlost, jej koeficient je ki - ko a jej stred leZi na S1Ss, pokial Sy # Sy, inak S; =S = Ss.

Doékaz. Obe zobrazenia su podobné a zobrazuju rovnobezky na rovnobezky, aj ich zlozZenie
bude také, teda rovnolahlost. Pre velkost tsecky bude platit |A'B'| = ko(kl1 - |AB]|) =
koki|AB|. Pokial S; = Sy, poloha S je zrejma. Nech S; # S,, oznacme p priamku S;Ss.
Obe rovnolahlosti hy, hy zobrazia p na seba, ked'Ze na nej leZia ich stredy. Pre vietky X € p
teda h(X) = X' € p, inak povedané X X' = p. lenze S, X, X’ lezia na priamke, teda aj S lezi
na p. (Ak X = X', nemdme sice XX’ = p, ale nasli sme pevny bod rovnolahlosti, teda jej
stred.) O

Priklad 3. KruZnica [ lezi vo vnitri kruZznice k a zvnutra sa jej dotyka. Uvazujme Tubovolni
kruznicu m, ktora ma vnutorny dotyk s £ v bode K a vonkajsi dotyk s [ v bode L. Dokazte,
ze KL prechadza pevnym bodom nezaavisle od polohy m. Co ak [ lezi vo vnitri k, ale sa jej
nedotyka?

Riesenie. Chceme néjst nejakd rovnolahlost, ktorej stredom by mohol byt dany pevny bod.
Vieme, Ze existuje zaporna rovnolahlost, zobrazujica & na [, a tito je nezdvisla od polohy m.
Zérover, ak zlozime (kladnt) rovnolahlost, zobrazujticu k na m, so zdpornou, zobrazujicou
m na [, dostaneme rovnolahlost zobrazujtcu k na [, zdpornu - teda ti, ktord je nezavisla
od m. Zaroveni ale stred tohto zloZenia leZ{ na KL, kedZe to si postupne stredy pouzitych
rovnolahlosti.

Uloha 1. Mongeho veta. V rovine st dané 3 nepretinajice sa kruznice k, I, m. Ozna¢me
K, L, M postupne priesecniky vonkajsich spoloé¢nych dotyénic kruznic [ a m, k a m, k a .
Dokazte, ze K, L, M lezia na priamke. Hinty:
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Uloha 2. Kruh K s hrani¢nou kruznicou k je rozdeleny 4 priamkami na 9 oblasti tak, ze
jednou z nich je stovrec ABCD. Do oblasti, ktora ma s stvorcom spolo¢y iba bod A, vpiseme
kruznicu k, tak, aby sa dotykala priamok AB, AD a kruznice k aby sa dotykala v bode
A’; podobne definujeme B’, ', D'. Dokézte, ze priamky AA’, BB',CC’, DD’ sa pretinaju v
jednom bode. Hinty:

Cvicenie 5. 1. Nech k je kruznica opisana trojuholniku ABC'. Kruznica k, sa dotyka
priamok AB, AC a ma vnutorny dotyk s k v bode A’. Podobne zostrojme B’, C’. Ukazte,
ze AA', BB',CC’', DD’ sa pretinaju v jednom bode. Hinty: [q]

2. Nech ki, ko, k3 st také kruznice, ze ziadna nelezi vo vnutri inej. Kruznica [ ma s nimi
vnutorny dotyk postupne v bodoch Aq, As, A3, kruznica m ma s nimi vonkajsi dotyk v
bodoch By, By, Bs. Dokazte, ze A1 By, AsBy, A3B3 sa pretinaju v jednom bode. Hinty:
@

3. Kruznice k,l maju vonkajsi dotyk v bode T', naviac maju vnutorny dotyk s kruznicou
m postupne v bodoch A, B. Spolo¢na dotycnica k, [ cez bod T pretne m v bode P. AP
pretne k v bode X, BP pretne [ v bode Y. Dokazte, ze XY je spolo¢na doty¢nica k a [.

Pozndmka Priklady a tedria pochddzaji najmé z [Tkadlec'GZ Prase|, cvitenia odtail
alebo z [PavlAnk stejnolehlost Prase].

Hinty
1. Obraz ortocentra v osovej stimernosti podla srany trojuholnika lez{ na opisanej kruznici.

2. (a) Sprav si rovnobezku s p, ktora sa dotyka [.

(b) Rovnolahloti so stredom A, resp. B zobrazuju k, resp. m na .
3. (a) Ozna¢ P prienik ST a m, ukaz, ze PQ je priemer.
(b)

b) Rovnolahlost z R, ktord zobrazuje k na m, ide T na @ a K na M (stredy kruznic), vyuzi
rovnobeznost dseéiek a to isté pre rovnolahlost z S.

4. Interpretujte dva z bodov ako stredy rovnolahlosti a zloZte tieto rovnolahlosti - dostanete
rovnolahlost so stredom v trefom bode.

5. Pozrite sa na zapornd rovnolahlost, zobrazujicu kruznicu k na kruZnicu vpisand Stvorcu
ABCD. Interpretujte ju ako zloZenie rovnolahlosti, vyuZijic "bo¢éné”kruznice.

6. Kladna rovnolahlost zobrazujica vpisand kruznicu na opisant.

7. Zaporna rovnolahlost z m na [.
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