: Trojsten

Grafové dlohy v olympiade
Jakub Krivosik

Definicia 1 (Graf). Graf G je usporiadana dvojica (V,E), kde V je neprazdna konecnda
mnozina vrcholov (vertices) a E C (‘2/) je mnozina hran (edges). Hrana je neusporiadana
dvojica {u,v}, ¢o skrdtene zapisujeme ako uv.

Definicia 2 (Stupen vrcholu). Stupen vrcholu v € V' (ozn. deg(v)) je pocet hran incident-
nych s vrcholom v.

Definicia 3 (Cesta a cyklus). Cesta dlzky k v grafe G je postupnost navzajom roznych
vrcholov vy, vy, ..., v takd, Ze pre kazdé i € {0,1,...,k — 1} plati v;u;4; € E. Dlzka cesty
zodpoveda poctu jej hran.

Cyklus diéky k (k > 3) je uzavreta cesta, teda postupnost vy, v1, . . ., Vg_1, Vo, kde vg, . .., Vx_1
st rozne vrcholy a vSetky po sebe iduce dvojice st spojené hranou.

Definicia 4 (Specidlne typy grafov).

o Suvisly graf: Graf, v ktorom medzi kazdou dvojickou vrcholov existuje aspon jedna
cesta.

e Strom: Suvisly graf, ktory neobsahuje Ziadny cyklus.

« Bipartitny graf: Graf G = (V, E), ktorého mnozinu vrcholov V' vieme rozdelit na dve
disjunktné mnoziny A a B (V = AU B) tak, ze kazd4 hrana e € E m4 jeden koniec v
A a druhy v B.

« Rovinny (plandrny) graf: Graf, ktory je mozné nakreslit do roviny tak, ze sa ziadne
dve hrany nepretinaji mimo svojich koncovych vrcholov.

Cvicenie 1. Dokazte, ze graf G je bipartitny prave vtedy ked neobsahuje ziadne cykly ne-
parnej dlzky.

Cvicenie 2. Dokazte, ze graf G je bipartitny prave vtedy ked sa daju ofarbit jeho vrchoy
dvomi farbami tak, Ze vrcholy rovnakej farby nie s spojené hranou.

Cvicenie 3. Dokéazte, ze suvisly graf ma kostru.

Cvicenie 4. Dokazte, ze graf, ktorého kazdy vrchol m4 stupeti aspoti d obsahuje cyklus dizky
aspon d + 1.

Cvicenie 5. Dokazte, ze graf s neparnym poctom vrcholov ma parny pocet vrcholov s ne-
parnym stupnom.

Cvicenie 6. Dokazte, ze graf G s n vrcholmi, ktory neobsahuje ziaden 4-cyklus obsahuje
3
nanajvys O(nz) hran.
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Cvicenie 7. Nech G je graf s n vrcholmi. Dokézte, ze dve z podmienok implikujua, ze G je
strom:

o (G je suvisly
e ( neobsahuje cykly
e Gman—1hran

Veta 1 (Ekvivalentné definicie stromu). Nech G = (V, E) je graf s |V| = n vrcholmi.
Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

(i) G je strom (suvisly graf bez cyklov).
(i) G je suvisly a md presne n — 1 hrdn.
(iii) G neobsahuje cykly a md presne n — 1 hrdn.
(iv) Medzi kaZdymi dvoma vrcholmi v G existuje prave jedna cesta.

Uloha 1. Nech G je koneény graf taky, Ze kazd4 hrana G mé préave jeden koniec vo vrchole
s neparnym stupnom. Dokazte, ze G ma parny pocet hran. Hinty: 7?7

Uloha 2. Dokéazte:

o Nech G je jednoduchy suvisly graf s mnozinou vrcholov V' a hran E, potom:

> degv =2|E|

veV

e Nech G je orientovany graf, indeg v znac¢i pocet hran vstupujiucich do v a outdeg v je
pocet hran vystupujucich z v. Dokazte:

> indeg(v) = ) outdeg(v) = | E|

veV veV

e Nech G je kompletny orientovany graf, kde kazda hrana mé najviac jeden smer, potom
dokézte, ze:
> " (indeg(v))* = > (outdeg(v))?
veV veV

Hinty: 77

Uloha 3. Na oslave pozna kazdy 3 chalanov a 4 dievéaté. Kolko mohlo byt na oslave najmenej
Iudi? Hinty: ??

Uloha 4. Majme kone¢ny graf G, nech jeho najdlhsia cesta mé dlzku I. Dokézte, 7ze lubovolné
dve cesty dlzky [ zdielaju aspon jeden vrchol. Hinty: 7?7

Uloha 5. Nech G je kompletny orientovany graf, kde kazda hrana ma najviac jeden smer,
dokazte ze v G existuje vrchol v taky, ze pre kazdy iny vrchol w existuje cesta najviac dlzky
2 z v do w. Hinty: ??

Uloha 6 (IMO 1964/4). Ofarbime hrany kompletného grafu o 17 vrcholoch tromi farbami.
Dokéazte, ze existuje jednofarebny trojuholnik. Hinty: ??

2/7



Grafové tlohy v olympiade

Uloha 7 (USAMO 1981/ 2). Kazdé dve mestd v krajine st prepojené prave jednym typom
prepravy: autobus, vlak alebo lietadlo. Kazdy z troch typov prepravy je pouzity aspon raz,
ale kazdé mesto pouziva najviac dve prepravy. Kolko najviac miest moze byt v krajine? Hinty:
7

Uloha 8. Existuje v rovine 9 priamok takyrch, ze lubovoln4 z nich sa pretina prave s 3 dals{mi
priamkami? Hinty: ??

Uloha 9. Dokéz, ze v lubovolnej skupine Iudi existuje dvojica Iudi také, Ze obaja maji
rovnako vela kamaradov. Hinty: 77

Uloha 10. Na party je n nosob. Vieme, Ze medzi lubovolnymi $tyrmi osobami existuji tri
osoby, ktoré sa poznaju kazda s kazdou, alebo existuju tri osoby, medzi ktorymi sa ziadne
dve nepoznaji. Dokazte, ze ich vieme rozdelit na dve skupiny, kde v jedenej skupine sa budu
vSetci poznat a v druhej skupine sa nikto nebude poznaf. Hinty: 7?7

Uloha 11. Mdme mn mrezovych bodov usporiadanych do obdlZnikovej siete mtimesn bodov.
Spomedzi mrezovych bodov je m +n bodov zafarbenych nacerveno. Kazdé dva cervené body,
ktoré sa nachddzaji v rovnakom riadku alebo v rovnakom stipci st spojené ¢ervenou &arou.
Dokézte, ze sa tam musi nachadzat uzavreta lomend ¢iara z ¢ervenych spojnic. Hinty: 7?7

Uloha 12 (PUMaC 2019 A1). Majme konecny graf G. Ako operéciu si definujeme vybranie
nejakého cyklu C'; pridanie vrcholu v, ktory spojime s kazdym vrcholom C' a nasledne od-
stranime hrany cyklu C'. Dokézte, ze tito operaciu mozeme vykonat len konecény pocet krat.
Hinty: 77

Uloha 13. Nech n > 2 je parne prirodzené &slo. Dokézte, ze v kazdom strome T s n vrcholmi
existuje hrana, ktord spaja dva vrcholy s parnym stupnom, alebo dva vrcholy s neparnym
stupniom. Hinty: ??

Uloha 14 (ISL 2004 C3). Nasledujica operacia je povolend na grafe: zoberme si Tubovolny
cyklus dlzky 4 a vymazme jednu z jeho hran z grafu. Pre fixné n > 4 kolko najmenej hran
moze ostat po vykonani niekolkych operaciach na kompletnom grafe o n vrcholoch? Hinty: ??

Uloha 15 (iKS 2023 C2). Pre graf G oznac¢me C(G) mnozinu jeho cyklov. Pre kazdé n > 6
urcte vSetky mozné hodnoty:

ged(|C)), C € C(G)

kde G je graf o n vrcholoch a vsetky jeho vrcholy maju stupen aspon 3. Hinty: ??

Uloha 16 (ISL 2021 C4). Kralovstvo pozostédva z n miest. Pre kazdi dvojicu miest existuje
prave jedna cesta medzi nimi, ktora je jednosmerna. Hovorime, Ze trasa z X do Y je postupnost
ciest z X do Y bez toho, aby sme sa do akéhokolvek mesta znovu vratili. Mnozina tras je
rozmanitd ak ziadne dve cesty nezdielaju cestu.

Nech A a B st mesta, nech Nyp je najvacsi mozny pocet rozmanitych tras z A do B a
podobne si definujme aj Ng4. Dokazte ze rovnost Nag = Npa nastava prave vtedy ked pocet
ciest vychadzajucich z A je rovnaky ako pocet ciest vychadzajucich z B. Hinty: ?7?

Uloha 17 (ISL 2013 C3). Sialeny fyzik objavil novii ¢asticu, émdn. Niektoré Castice iménov
su previazané a kazdy imén moéze byt previazany s viacerymi imonmi. Fyzik potom objavil,
ze moze vykonavat tieto typy operacii:

o Ak je imén previazany s neparnym poctom iménov, moze ho fyzik znicit.
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o Fyzik méze zdvojit vsetky imény, éim za kazdy imoén I vytvori imoén I’ ktoré sa previazu.
Pricom imoény I’ a J’ si previazané prave vtedy ked I a J.

Dokazte, ze fyzik dokaze pouzit operacie tak, aby ziadne dva imény neboli previazané. Hinty:
27

Uloha 18 (CKMO 2026/3). Povieme, 7e skupina Tudi je trojzndmostovd, ked sa kazdyy jej
¢len pozna presne s tromi dalsimi ¢lenmi a skupinu nie je mozné rozdelit na dve neprazdne
casti tak, aby kazdy ich ¢len mal vSetkych svojich znamych vo svojej Casti. (Vztah zndmosti
je vzajomny.) Urcte najvacsie prirodzené ¢islo k také, ze k > 3 a existuje nenulové prirodzené
c¢islo n také, ze z kazdej trojznamostovej skupiny aspon s n ludmi sa da vybrat aspon £ ludi
a posadit ich k okrihlemu stolu tak, ze sa kazdi dvaja susedia poznajui. Hinty: ??

Uloha 19. V gkole je n $tudentov. Jedného diia chyti niekolko studentov chripku. Chripka
ovplyvni studenta na jeden den, potom na dalsi den ziska imunitu (imunita nie je perma-
nentnd). V kazdom dni k, vSetci zdravy Studenti sa staraji o svojich chorych kamaradov a
ochoreji na den k + 1, pokial neboli imunny v dni k.

« Dokézte, ze chripka eventualne vyhynie (nikto 1niou nebude nakazeny).

o Predpokladajme, Ze sa jeden ¢lovek zaockoval a teda ziska imunitu na 1. den. Dajte v
takomto pripade priklad chripky, Ze bude pokracovat do nekonecna.

Hinty: 77?7

Uloha 20. V KMS je niekolko vedicich a niektoré dvojice sa spolu kamardtia. Namiesto
toho, aby si uzivali pokojné Vianocné sviatky, sa radsej hadajua, ¢i je krajsia fialova alebo
modra farba. Na zaciatku si kazdy vedici mysli, ze krajsia je fialova. Obcas sa stane, ze jeden
veduci zorganizuje stretnutie a pozve nan vsetkych svojich kamaratov. Po tomto stretnuti
sa vsetkym zucastnenym vedicim zmeni nazor. Je mozné, zZe po niekolkych stretnutiach si
budu vsetci veduci mysliet, Ze je krajsia modra? (Bez ohladu na to, ako sa veduci kamarétia.)
Hinty: 77

Uloha 21 (USAMO 2021/2). Krivos iSiel na taru do Tatier. Kazdd turistickd cesta vedie
medzi dvoma krizovatkami, a cesty sa nekrizia inde ako na krizovatkach. Z kazdej krizovatky
vedu presne tri cesty. Krivos zacne na niektorej krizovatke a vyberie si prva cestu, po ktorej
pojde. Ked natrafi na svoju prvu krizovatku, zaboc¢i dolava. Na druhej krizovatke zas zaboci
doprava, potom na tretej opat dolava, a tak dalej (striedavo zabéaca dolava a doprava). Toto
robi az dokym sa nevrati na svoju pociatocnu krizovatku. Najviac kolkokrat vie Krivos prejst
cez nejaki krizovatku? Hinty: ??

Uloha 22 (iKS 2024 C1). V iKSlandii je n miest. Kazdé dve mesté st spojené obojsmernou
leteckou linkou, ktora je obsluhovana prave jednou z troch leteckych spolocnosti. Misko by
rad cestoval po iKSlandii, ale pretoze je chudobny student, moze si kupif mesacny listok len
od jednej ze spolo¢nosti. Najdite nejvicsie prirodzené k také, ze si Misko vie bez ohladu na
to, které spoje st obsluhované ktorou spole¢nostou, vybrat jednu z nich a pociatoéné mesto
tak, aby mohol navstivit alspon k miest. Hinty: ??

Uloha 23 (IMO 2019/3). Socidlna siet ma 2019 uzivatelov, pricom niektoré dvojice st ka-
marati. Vzdy ked je uzivatel A kamarat s uzivatelom B, tak je aj B kamarat s A. Udalosti
tohto typu sa mézu niekolko krat stat, pricom sa deje jeden naraz nanajvys:

o Traja uzivatelia A, B, C taky, ze A sa kamaratis B a C' a B a C sa nekamaratia zmenia

svoje kamaratske vztahy, teda B a C sa za¢ni kamaratit a A sa prestane kamaratit aj
s B,ajs C.
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Na zaciatku 1010 uzivatelov malo 1009 kamaratov kazdy a 1009 uzivatelov malo 1010 kama-
ratov kazdy. Dokazte, ze existuje postupnost udalosti taka, ze po jej konci ma kazdy uzivatel
nanajvys jedného kamarata. Hinty: ??

Veta 2 (Eulerov tah a cyklus). Nech G je suvisly graf.

1. G obsahuje eulerovsky cyklus (uzavrety tah prechddzajici kaZdou hranou prdve raz)
prdave vtedy, ked mad kazdy vrchol v G pdrny stupen.

2. G obsahuje eulerovsky tah (neuzavrety) prave vtedy, ked md graf presne dva vrcholy
nepdrneho stupna.

Uloha 24 (IMO 2020/3). Majme 4n kamienkov s hmotnostami 1,2, ..., 4n. Kazdy z kamien-
kov je ofarbeny jednou z n farieb tak aby z kazdej farby boli prave 4 kamienky. Dokazte, ze
kamienky moézeme rozdelit do 2 skupin tak, aby obe podmienky boli splnené:

o Celkové hmotnosti skupiniek st rovnaké.
o Kazda skupinka obsahuje 2 kamienky z kazdej farby.
Hinty: 77
Veta 3 (Euler). Pre kazdy suvisly rovinnyg graf s V- vrcholmi, E hranami a F stenami plati:
V-E+F=2

Cvicenie 8. V kazdom jednoduchom rovinnom grafe s V' > 3 plati £ < 3V — 6. Ak graf
navyse neobsahuje trojuholniky, plati £ < 2V — 4.

Uloha 25 (ISL 2019 C4). Kral Artur postavil labyrint £ pozostévajici z n stien, kazda z nich
je nekone¢nd rovovna ¢iara. Ziadne dve steny nie st rovhobezné a Ziadne tri steny nezdielaji
bod. Merlin potom ofarbi jednu stranu kazdej steny na ¢erveno a druhii na modro.

Na prieniku dvoch stien existuja styri rohy, dva protilahlé rohy, kde sa stretavaju céervena
a modra strana, jeden s dvomi ¢ervenymi stranami a jeden s dvomi modrymi stranami stien.
V kazdom takomto prieniku existuja jedny obojstranné dvere, ktoré spajaju diagonalne oproti
sebe rohy, v ktorych su dve rozne farby.

Po tom, ¢o Merlin ofarbi steny, Morgana umiestni rytierov do labyrintu. Kazdy rytier
moze prechadzat dverami, ale nesmie prechddat cez steny.

Nech k(L) je najvacsie ¢islo k také, ze bez ohladu na to, ako ofarbi Merlin steny, Morgana
vie umiestnit k rytierov do labyrintu £ tak, zZe ziadny dvaja sa nikdy nevedia stretnut. Pre
kazdé n, aké vSetky hodnoty moéze nadobidat k(L), kde labyrint £ ma n stien? Hinty: ?7?

Veta 4 (Mantel). Ak graf G na n vrcholoch neobsahuje ako podgraf trojuholnik (K3), potom
pocet jeho hran |E| spliia nerovnost:
2
ol
4

Rovnost nastdva prave vtedy, ked G je iplny bipartitny graf K, 2| n/2]-

Veta 5 (Turédn). Ak graf G na n vrcholoch neobsahuje uplng graf K,.1 ako podgraf, potom
mazximalny mozny pocet hrdn je:

r—1
n2

|E| <
2r

Graf, ktory toto mazimum dosahuje je uplny r-partitny graf, ktorého particie si velkostne co
najvyrovnanejsie.
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Uloha 26. Pre kazdé n > 1 ndjdite najvacs mozny pocet hran ktory méze mat graf s n
vrcholmmi, ktory neobsahuje Ziaden cyklus parnej dlzky. Hinty: 77

Uloha 27. Majme v rovine 100 bodov. Kolko najviac dvojic z nich méze byt vzdialenych od
seba v intervale (1,2]7 Hinty: ??

Uloha 28 (TSTST 2014/5). N4jdite najvicsie E také, Ze existuje hranovo ofarbeny graf s F
hranami a 60 vrcholmi taky, ze jeho hrany st bud cervené, alebo modré tak, aby neexistoval
ziaden jednofarebny cyklus dlzky 3 alebo 5. Hinty: ??

Uloha 29 (iKS 2024 C6). Dany je graf G = (V, E), kde |V| = n > 1. Pre kazda hranu e € E
nech c(e) je velkost najviacsieho uplného podgrafu, ktory obsahuje e. Dokazte, ze plati:

2
3 c(e) < n

cle)—1 7 2
Hinty: 77?7

Uloha 30 (China 2015/5). Majme 30 studentov takych, ze kazdy ma nanajvys 5 kamaratov
a medzi kazdymi 5 Studentmi existuje dvojica, ktora sa nekamarati. Najdite najvacsie k také,
ze vzdy existuje k-tica studentov, v ktorej sa nikto nekamarati. Hinty: ??

Uloha 31. Majme dve prirodzené &sla n a 5 <k <mn. A nech G je graf taky, ze:
o G neobsahuje ziadku k& + 1 kliku.
o Ked do G priddme Tubovolnt hranu, tak G bude obsahovat k£ 4 1 kliku.

Centrdlnym vrcholom budeme rozumiet vrchol, ktory je spojeny s kazdym inym vrcholom G.
Kolko najmenej centralnych vrcholov méze G obsahovat? Hinty: 7?7

Veta 6 (Ramsey). Pre kazdi dvojicu nezdpornijch celych cisel r, s existuje najmensie priro-
dzené cislo R(r, s) také, Ze ak zafarbime hrany uplného grafu K, (n > R(r,s)) dvoma farbami
(napr. cervenou a modrou), potom G obsahuje bud cerveny uplny graf K,, alebo modry uplni
graf K.

Veta 7 (Ramsey s viac farbami). Pre kaZdu k-ticu nezdpornijch celjch cisel qi, qa, - - -, G
existuje najmensie prirodzené cislo R(q1, qa, - - ., qx) také, Ze ak zafarbime hrany uplného grafu
K, (n > R(q1,q2,-..,qx)) k farbami (napr. farbami 1,2,... k), potom graf obsahuje iplny
podgraf K, zafarbeny farbou i pre nejaké i € {1,2,...,k}.

Veta 8 (Nekonecny Ramsey). Nech r k € N si kladné prirodzené cisla. Nech X je

nekonecnd mnozina a nech
c: [X]"—={1,2,...,k}

je zobrazenie definujuce k-farbenie vsetkych r-prvkovych podmnozZin mnoZiny X. Potom exis-
tuje nekonecnd podmnozina Y C X takd, Ze mnozina [Y]" je monochromatickd (t.j. vsetky
r-pdtice z mnoziny Y maji rovnaki farbu).

Uloha 32 (Turkey 1998/3). Body kruznice sti ofarbené k farbami. Dokézte, 7e existuje ne-
konecne vela rovnoramennych trojuholnikov, takych, ze kazdy ma vsetky vrcholy rovnakej
farby. Hinty: ??

Uloha 33 (Schur’s theorem). Dokazte, ze pre lubovolné k existuje N také, ze ked ofarbime
¢isla 1,2,..., N; k farbami, tak vieme najst x,y, 2z jednej farby také, ze x + y = 2. Hinty: ??
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Uloha 34. Kuzelnici Hokus a Pokus majt kruznicu, v ktorej je jedna polkruznica modré
a druha zelena. Behom predstavenia odide Hokus z miestnosti, potom Pokus necha divakov
vyznacit na kruznici 100 réznych bodov. Pokus nasledne jeden bod vymaze. Potom sa vrati
Hokus a len z pozicii 99 bodov urci, ¢i bol vymazany bod na modrej, alebo zelenej polkruznici.
Dokazte, ze im toto kiuzlo nemoze vzdycky vyjst. Hinty: 7?7

Uloha 35. Dokézte, Ze pre kazdé n existuje N také, Ze medzi Iubovolnymi N bodmi v obecnej
polohe vieme najst n takych, ze tvoria konvexny n-uholnik. Hinty: ??

Uloha 36 (2024 CTST P9). Ofarbime kazdé kladné celé &slo jednou z farieb ¢, ca, cs, ¢4.
Dokazte, ze existuje kladné celé n a i,5 € {1,2,3,4} také, ze spomedzi delitelov n, pocet
kladné celé A existuje kladné celé n a i,j € {1,2,3,4} také, ze medzi vsetkymi delitelmi n,
farby ¢; je aspon o A viac ako farby c;. Hinty: ??

Veta 9 (Hall). Nech G = (AU B, E) je bipartitnyg graf. Pdrovanie, ktoré kompletne pokryva
mmnozinu vrcholov A, existuje prdve vtedy, ked pre kazdiu podmnoZinu S C A plati:

IN(S)| = [S]
kde N(S) C B je mnozina vsetkjch vrcholov, ktoré maji aspon jedného suseda v mnozine S.

Uloha 37. Dokédzte, ze ak ma kazdy vrchol bipartitného grafu rovnaky stupeti, tak potom
obsahuje perfektné parovanie. Hinty: ??

Uloha 38. Majme 2 papiere s rovnakym rozmerom s obsahmi 2026, a nech kazdy z nich je
nejako rozdeleny na 2026 suvislych oblasti s obsahom 1. Teraz tieto dva papiere polozime na
seba aby sa perfektne prekryvali. Je mozné zapichnit 2026 Spendlikov do tychto prekrytych
papierov tak, aby sme pretli vSetkych 4052 oblasti? Hinty: ??

Uloha 39. Majme klasicky bali¢ek 52 kariet, teda 13 kariet z kazdej zo 4 farieb. Karty boli
nahodne rozdelené do 13-tich kopok po Styroch kartach. Dokazte, ze si mozeme vybrat z
kazdej kopky jednu kartu tak, ze celkovo vyberieme z kazdej hodnoty prave jednu kartu.
Hinty: 77

Uloha 40 (Canada 2006/3). V obdlznikovej mriezke m x n st napisané redlne isla tak, ze
kazdy riadok, aj stlpec obsahuje aspon jedno kladné ¢islo. Ak sa riadok a stlpec pretinaju v
kladnom ¢isle, tak potom maju rovnaky sucet. Dokazte, ze m = n. Hinty: 7?7

Uloha 41 (Baltic Way 2013/6). Santa Klaus ma aspoii n daréekov pre n deti. Pre kazdé
1 <1 < n oznacime x; pocet darcekov, ktoré sa pacia i-temu idetatu. Predpokladajme, ze:

1 1 1

—+—+--+—<1

Ty T2 Tn
Dokazte, ze Santa Klaus vie rozdelif darceky detom tak, ze kazdé diefa dostane darcek, ktory
sa mu paci. Hinty: 7?7

Uloha 42 (USAMO 2025/6). Nech m > n st prirodzené &sla. Existuje m koldcikov réznych
prichuti usporiadanych do kruhu a n fanasikov kolacikov. Kazdy fanusik priradi kazdému
kolaciku nejaké nezdporné realne skore, podla toho ako mu chuti dana prichut kolacika. Pred-
pokladajme, Ze pre kazdu osobu P je mozné rozdelit tento kruh na n savislych tsekov tak, ze
stucet skore, ktorym ich hodnoti P je v kazdom tomto tseku aspon 1. Dokazte, 7ze je mozné
rozdelit tychto m kolacikov medzi fantsikov tak, ze kazda osoba dostane kolaciky so skérem
aspon 1. Hinty: ??
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