: Trojsten

Lagrangeove Multiplikatory

Michal ITkovié

Tento materidl sa zaoberd metédou hladania extrémov funkcie viacerych premennych s do-
datoénou podmienkou (vizbou). Tdto metdda sa ukazuje ako velmi silny ndstroj, ktory je
velmi uZitoény vo vela oblastiach matematiky:.

1 Teodria
Nez sa vrhneme k dokazu vete o Lagrangovych multiplikatoroch, zadefinujeme si par dolezitych

terminov z matematickej analyzy a dokazeme si pomocné vety.

1.1 Charakterizacia spojitosti

Definicia 1 (Vzor mnoziny). Pre funkciu f: X — Y, kde X C RY a Y C R (najcastejsie
Y C R), definujeme vzor mnoziny B C Y ako

f7(B) = {x € X; f(x) € B}.

Vseobecne ide o iny pojem nez inverznd funkcia (ktort oznac¢ujeme f~! a ktord je definovana
iba vtedy, ak je funkcia f prostd).

Definicia 2 (Okolie bodu v RY). Nech x € RV a § > 0. Definujeme kruhové okolie (alebo
jednoducho okolie) bodu x s polomerom ¢ ako mnozinu

U(x,0) = {y e RY; [Ix — y|| < &}
a prstencové (rydze) okolie ako mnozinu

P(x,0) ={y € R™; 0 < |]x —y|| <3} = U(x,9) \ {x},

kde || - || oznac¢uje Standardni euklidovskd normu v RY (t. j. ||x —y|| = \/Efil(% —vi)?).

Definicia 3 (Spojitost funkcie v bode). Nech x5 € R™. Funkcia f: R® — R™ sa nazyva
spojita v bode xq, ak plati:

Ve>030>0:x€U(x,0) = f(x)€U(f(X0),¢).

Definicia 4 (Otvorend a uzavretd mnozina). Mnozina A C RY sa nazyva otvorend, ak s
kazdym svojim bodom obsahuje aj nejaké jeho okolie, teda:

Vx e A30>0: U(x,d) C A.

Mnozina A C RY sa nazjva uzavretd, ak jej doplnok A¢ = RY \ A je otvorend mnoZina.
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Lagrangeove Multiplikatory 1 TEORIA

Veta 1 (Charakterizacia spojitosti). Nech f: R" — R™ je funkcia. Potom si nasledujice
tordenia ekvivalentné:

(1) f je spojitd,
(2) pre kaZdi otvorenid mnoZinu G C R™ je jej vzor f~1(G) C R"™ otvorend mnoZina,
(3) pre kaZdi uzavreti mnoZinu F C R™ je jej vzor f~1(F) C R™ uzavretd mnoZina.

Dékaz. (1) = (2): Nech G C R™ je otvorend mnozina. Chceme dokézat, ze f~1(G) je
otvorena v R", teda:

Vxo € f7HG) 36 > 0: U(xo,6) C fHG).

Nech xo € f71(G). Potom f(xq) € G. KedZe G je otvorend, existuje ¢ > 0 také, Ze
U(f(xo0),¢€) CG.

Zo spojitosti funkcie f v bode xq vyplyva, ze k tomuto € > 0 existuje 6 > 0 také, ze pre
vietky x € U(xg, ) plati f(x) € U(f(xo),€). Teda:

f(U(x0,0)) CU(f(x0),€) C G,

z ¢oho dostavame U(xg,d) C f1(G).

(2) = (1): Nech xg € R" a ¢ > 0. Chceme ukdzat, Ze existuje 6 > 0 také, Ze
f(U(x0,0)) C U(f(x0), €)-

Mnozina U(f(xo), €) je otvorend. Podla predpokladu (2) je jej vzor f~1(U(f(xq),€)) otvo-
rend mnozina. Ked'Ze xq patri do tohto vzoru, z otvorenosti vyplyva existencia § > 0 takéhoto,
ze:

Ulxo,8) C F1U(f(x0),€)).
To znamend, ze f(U(xo,d)) C U(f(x0),€), ¢o dokazuje spojitost.

(2) = (3): Nech F C R™ je uzavretd mnozina. Chceme dokdzat, ze f~'(F) je uzavreta,
teda Ze jej doplnok (f~1(F))¢ je otvorend mnoZina.

Plati:

x € (fHF) &= f(x)¢F < f(x)eF"
Teda (f~1(F))¢ = f~1(F°). KedZe F je uzavreta, jej doplnok F* je otvorena mnoZina. Podla
predpokladu (2) je vzor f~1(F°) otvorend mnoZina. Tym padom je (f~1(F))¢ otvorend, CiZe
F7HF) je uzavreta.

(3) = (2): Dokazuje sa analogicky prechodom k doplnkom. O

Definicia 5. Mnozina M C R¥ je obmedzend prave vtedy, ked existuje C' > 0 také, ze
|z;] < C pre vsetky i = 1,..., N a kazdé x € M. Uzavretd mnozina ma typicky tvar:

{x e RY; g(x) < ¢},
kde g je spojité funkcia (ide o vzor uzavretej mnoziny).

Cvicenie 1. Dokdzte z definicie, Ze mnozina M = {(x,y) € R?; |z| <3 a |y| < 4} (uzavrety
obdlznik) je obmedzen.

Cvicenie 2. Dokazte z definicie (cez otvorenost doplnku), ze mnozina M = {(x,y) € R* = >
0 ay >0} (prvy kvadrant vratane osi) je uzavretd.

Cvicenie 3. Dokézte, ze mnozina M = {(z,y) € R?; 2z% + 3y* < 12} je uzavretd a obme-
dzend (kompaktna).
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Lagrangeove Multiplikatory 1 TEORIA

Cvicenie 4. Dokdzte, ze mnozina M = {(z,y,2) € R*; 2?2 +y*+22=9ax+y+2 =1} je
uzavreta a obmedzena.

Cvicenie 5. Uvazujme mnozinu M = {(z,y) € R?* xy = 1}. DokdZte, Ze M je uzavretd, ale
nie je obmedzena.

Veta 2 (Heineho charakterizacia spojitosti). Nech f: R" — R™ je funkcia a xo € R™. Potom
st nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

(1) f je spojitd v bode xq,
(2) pre kaZdi postupnost bodov {x,} C R"™ taki, Ze x,, — Xq, plati f(x,) = f(Xo).

Dékaz. (1) = (2): Nech x,, — x¢ v R". Chceme dokdzat, ze f(x,) — f(xo) v R™, ¢o
podla definicie limity postupnosti znamena:

Ve >03dno e N:Vn>ny = f(x,) € U(f(x0),€).

Nech je e > 0 dané lubovolne. Zo spojitosti funkcie f v bode xq¢ (tvrdenie 1) vyplyva, Ze k
tomuto ¢ existuje § > 0 také, ze:

x € U(x9,0) = f(x) € U(f(x0),¢).

KedZe plati x,, — Xo, k tomuto 6 > 0 vieme ndjst index ny € N taky, Ze pre vietky n > ng
plati x,, € U(xg, ).
Celkovo teda pre vSetky n > ngy dostavame f(x,) € U(f(xo),€), ¢o dokazuje, ze f(x,) —

f(x0).

-(1) = —(2) (Ddkaz obmenou): Predpokladajme, Ze neplati tvrdenie (1), teda ze
funkcia f nie je spojitd v bode xq. Negacia definicie spojitosti vyzera nasledovne:

Je >0V >03Ix € U(xp,d): f(x) ¢ U(f(x0),¢).

Zafixujme toto ¢ > 0. KedZe predchadzajuici vyrok plati pre kazdé 6 > 0, mdZeme postupne
volit § = £ pren=1,2,...
Pre kazdé takéto n € N dostavame existenciu bodu x,, takého, ze:

x, €U (XO, i) a sucasne f(x,) ¢ U(f(x0),¢).

Tymto sposobom sme skonstruovali postupnost {x, }, pre ktort zrejme plati x,, — x¢ (kedZe
ich vzdialenost je mensia ako + — 0).

Avsak pre funkéné hodnoty plati, ze ziadne f(x,) nelezi v e-okoli bodu f(xg), z ¢oho
vyplyva, Ze postupnost f(x,) nekonverguje k f(xo). Tym sme ukdzali, Ze neplati ani tvrdenie
(2). O

1.2 Nutné podmienky existencie extrému

Veta 3 (Nutnd podmienka existencie lokdlneho extrému). Nech n € N, G C R™ je otvorend
mnoZina, a € G ai € {1,...,n}. Nech funkcia f: G — R md v bode a lokdlny extrém. Potom
bud’ %(a) neexistuje, alebo plati

of .
o1, (a) = 0.
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Lagrangeove Multiplikatory 1 TEORIA

Dékaz. Polozme ¢(t) = f(a + te;). Potom ma g v bode 0 lokdlny extrém, a teda derivacia
¢'(0) bud’ neexistuje, alebo sa rovnd 0. Odtial vyplyva tvrdenie. O

Veta 4 (Weierstrassova veta o obmedzenosti a extrémoch). Nech A C R™ je neprdzdna,
obmedzend a uzavretd mnozina a nech f: A — R je spojitd funkcia. Potom plati:

(1) Funkcia f je na mnozine A obmedzend, t. j. jej obraz f(A) C R je obmedzend mnoZina.

(2) Funkcia f nadobida na mnozine A svoje globdlne extrémy (globdlne minimum a globdlne
mazximum), t. j. existuji body xo, %1 € A také, Ze pre vietky x € A plati:

f(x0) < f(x) < f(x).

Dékaz. Dokaz tvrdenia (1) - Obmedzenost: Dokaz vykondme sporom. Predpokladajme,
ze funkcia f nie je zhora obmedzenad na mnozine A. Potom pre kazdé prirodzené ¢islo m € N
existuje bod x,, € A taky, ze f(x,,) > m.

Tym ziskavame postupnost bodov {x,,} C A. KedZze mnozina A C R" je obmedzend a
uzavretd, podla Bolzano-Weierstrassovej vety z nej mozeme vybrat podpostupnost {x;. },
ktora konverguje k nejakému bodu x; € A.

Pretoze funkcia f je spojitd, podla Heineho vety o spojitosti musi platit, Ze f(xy,,) — f(x1)
pre m — oo. Avsak z nasej konstrukcie postupnosti vieme, ze f(xy,, ) > k., — 00, o znamena,
ze f(xg,,) — oo.

Dostévame spor, ked Ze limita postupnosti redlnych ¢isiel nemoze byt sti¢asne konecéné ¢islo
f(x1) aj nekonetno. Funkcia f je teda zhora obmedzend. Analogickym spésobom (sporom s
predpokladom f(x,,) < —m) by sme dokazali, Ze f je obmedzend aj zdola. Obraz f(A) je
preto obmedzend mnozina v R.

Dékaz tvrdenia (2) - Existencia globalnych extrémov: Dokazeme existenciu globalneho
maxima (dokaz pre globdlne minimum je tplne analogicky). Oznaéme mnozinu vsetkych
funkénych hodndt ako M = f(A) = {f(x): x € A}. Z predchadzajiceho bodu (1) vieme,
7e mnozina M C R je neprdzdna a zhora obmedzend. Podla axiémy supréma existuje jej
suprémum v R, ktoré oznac¢ime S = sup M.

7 vlastnosti supréma vyplyva, ze ak zvolime hodnotu S — % (pre Iubovolné m € N), tdto
uZ nie je hornym ohrani¢enim mnoziny M. Preto v mnoZine A musi existovat bod x,, taky,
ze plati:

S—;<f(xm)§5.

Podla vety o dvoch policajtoch odtiel priamo vyplyva, ze f(x,,) — S pre m — oo.

KedZe postupnost {x,,} lezi v obmedzenej a uzavretej mnozine A C R", opét podla
Bolzano-Weierstrassovej vety existuje vybrand podpostupnost {xy,, }, ktora konverguje k ne-
jakému bodu x; € A.

Zo spojitosti funkcie f a Heineho vety vyplyva, ze f(xy, ) — f(x1). Sticasne vsak vieme,
ze celd postupnost {f(x,,)} konverguje k S, takze aj jej vybrand podpostupnost musi kon-
vergovat k S, teda f(xy, ) — S.

Z jednoznacnosti limity v R dostavame:

f(x1) =85 =sup M.

Pretoze x; € A a S je suprémom vsetkych hodnot funkcie na mnozine A, plati f(x) < f(x;)
pre kazdé x € A. Bod x; je teda hladanym globdlnym maximom. O]

Definicia 6 (Funkcia triedy C! / Spojite diferencovatelnd funkcie). Nech 2 C R" je otvorena
mnozina. Funkcia f: Q — R sa nazyva triedy C' (alebo spojite diferencovatelnd) na
mnozine (2, ak plati:
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(1) V kazdom bode mnoziny 2 existuju vSetky parcidlne derivéacie prvého rddu funkcie f,
t. j. existuju funkcie
of

o, %)

pre vSetky ¢+ = 1,...,n.
(2) Tieto parcidlne derivécie st ako funkcie premennej x spojité na celej mnozine .
Mnozinu vietkych takychto funkcii oznacujeme ako C*(€2).

Veta 5 (O implicitne zadanej funkcii). Nech N,k € N, Q C RN¥*! je otvorend mnoZina,
F:Q—R acRY beR, (a,b) € Q a nech plati:

(a) F € C*(Q),
(b) F(a,b) =0,
OF
(c) ?y(a,b) 7 0.
Potom existuje okolie U C RN bodu a a okolie V C R bodu b tak, e U x V C Q a pre kaZdé

x € U ezistuje prave jedno y € V s vlastnostou F(x,y) = 0. Ak oznacime toto y symbolom
Y(x), takY € C*(U) a plati

oY 9F (x,Y (x)) .
(x)= -2 " pdeie{l,....N}axeU.
O So(x,Y(x))

Dékaz. Existencia Y. Bez ujmy na vSeobecnosti moZeme predpokladat, Ze %—i(a,b) > 0.
Vd'aka spojitosti funkcie %—5 v bode (a, b) ndjdeme 6; > 0 a A; > 0 také, Ze

OF
V(x,y) € B(a,01) x [b— Ay, b+ Aq]: a—y(x,y) > 0.

Funkcia t — F(a,t) je rastica na [b — Ay, b+ Aq]. Mame preto
Fa,b— A1) <0 a F(a,b+A;)>0.
Vdaka spojitosti F' ndjdeme 8y € (0, ;) také, Ze
Vx € B(a,ds): F(x,b— A1) <0OAF(x,b+ A;) > 0.

Polome U = B(a,d) a V = (b — Ay, b+ Ay). Zvolme x € U. Funkcia t — F(x,t) je na
[b— Ay, b+ A4] rastica, spojitd a splna F(x,b—A;) < 0a F(x,b+ A;) > 0. To znamena, ze
existuje prave jedno y € (b — Ay, b+ A) také, ze F(x,y) = 0.

Spojitost Y. Zvolme x* € U. Budeme dokazovat, Zze Y je spojitd v x*. Zvolme € > 0.
Polozme

=Ux(Y(x)—¢eY)+e)NV)
a F*=F

o+. Potom je ©2* otvorena a plati

oF™

F* e CHQY), F*(x"Y(x")=0 a o

(x*,Y(x")) > 0.
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Podla uz dokazaného existuji okolie U* C RY bodu x* a okolie V* C R bodu Y (x*) také, Ze
UsxV*CQa
Vx e U dlye V*: F*(x,y) =0.
Odtial vyplyva
Y(U") CcV*C(Y(x")—¢eY(x")+e).

Tym je dokdzana spojitost Y v bode x*.
Plati Y € CY(U). Zvolme i € {1,...,N} a x* € U. Ndjdeme 6 > 0 a p > 0 také, ze
B(x*,§) Cc U, Y(B(x*0) CV a
B(x*,8) x Y(B(x*,8)) C B((x",Y(x")), ) C Q.

Zvolme t € (—6,6) \ {0}. K nemu najdeme £(t) € RV F! leziace na tsecke spéajajicej body
(x*, Y (x*)) a (x* + te;, Y(x* + te;)) také, Ze pomocou vety o strednej hodnote plati

0= F(x* +te;, Y(x* +te;) — F(x*, Y (x") = VE(E()) - (ter, Y (x* + te;) — Y(x*)).

Teda plati
oF OF

0= 5 (€@ £+ 5

EO)Y (x" +te;) — V(x7)).

Odtial vyplyva, Ze

Plati lim; o &(t) = (x*, Y (x*)), lebo

|1€(t) — (XY ()| < |t|+ |V (x* +te;)) =Y (x*)| =0 pret — 0.

Teda 5 o (.Y ()
Y xy _ Oz X*7 x"
or, ") T T e i) W

Plati Y € C*(U). Pre k = 1 sme tvrdenie uz dokdzali. Predpokladajme, Ze plat{ pre
nejaké k — 1, kde k € N, k > 2. Zobrazenie x — (x,Y(x)) je teda triedy C*~*(U). Funkcie

g—fl, . %, %—5 st triedy C*71(2), a teda podla vety o zloZenej funkcii a vzfahu (1) st tieZ
funkcie X, ..., 22 triedy C*~!(U). Preto je Y triedy C*(U). O
1 TN

Cviéenie 6. Uvazujme rovnicu F(z,y) = 2°> + y*> — 25 =0 a bod A = [3,4].
(a) Overte, ze v okoli bodu A rovnica implicitne definuje funkciu y = f(x).
(b) Pomocou vzorca pre implicitni derivaciu vypocitajte hodnotu 3/(3).

Riesenie. Mdme funkciu F(x,y) = 22 + y* — 25 a bod A = [3,4].

(a) Overime predpoklady:

e F(3,4)=32442-25=9+416—25=0.

e Vypocitame parcidlne derivacie: g—i =2 a %—5 = 2y.

e V bode A méme %—5(3,4):2-4:87&0.

Predpoklady sii splnené, rovnica v okoli bodu A implicitne definuje funkciu y = f(z).
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(b) Pouzijeme vzorec pre derivéciu:

Cvicenie 7. Funkcia y = f(z) je v okoli bodu B = [0, 1] implicitne zadana rovnicou F(z,y) =
23 4+ y3 — 3wy — 1 = 0. Vypocitajte derivaciu 3/(0) pomocou parcidlnych derivécii funkcie F.

Riesenie. Zadand rovnica je F(x,y) = 2° +y*> —3zy —1=0a bod B = [0, 1].
« Overenie bodu: F(0,1) = 0%+ 1% — 3(0)(1) — 1 = 0.
o Vypocitame parcidlne derivacie:

oF oFr
2 =322-3 — =3y* — 3z
Ox ¢ v oy Y .

« Dosadime bod B = [0, 1] do parcidlnych derivacii:

oF oF
—(0,1) =3(0)> = 3(1) = =3, —(0,1) =3(1)* — = :
ax(o’ ) =3(0)" = 3(1) = =3, ay(O, )=3(1)"=3(0)=3#0
Aplikujeme vzorec:
9E(0), 1) -3
y/(o) = — Ox ! = —— = 1
5(0,1) 3

Cvicenie 8. Uvazujme rovnicu F(z,y) =eY +x —y — 1 = 0 v okoli bodu C' = [0, 0].
(a) Overte predpoklady vety o implicitnej funkcii (t. j. ze F/(0,0) =0 a %—5(0, 0) #0).

(b) Vypocitajte y'(0) pomocou vzorca —%.

Riesenie. Mame F(z,y) =eY+ 2 —y —1a bod C = 0,0].
(a) Overenie predpokladov:

« F(0,0)=e"4+0-0—-1=1—1=0.

e Parcidlne derivacie su: ‘3—5 =1la % =e¥ — 1.

e V bode C dostavame 88—5(0, 0)=e"—1=0.

Pozor! Kedze %—5(0, 0) = 0, zakladna veta o implicitnej funkcii sa v tomto bode neda

pouzit na vyjadrenie y = f(x) a derivdcia y'(0) pomocou tohto vzorca neexistuje
(menovatel by bol nulovy).

Cvicenie 9. Rovnica F(x,y) = In(y) +z*y—1 = 0 definuje v okoli bodu D = [1, 1] implicitni
funkciu y = f(z). Uréte hodnotu jej derivacie y/'(1).

Riesenie. Zadand rovnica je F(z,y) =In(y) + 2*y — 1 =0a bod D = [1,1].
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« Overenie bodu: F(1,1)=In(1)+1*>-1-1=0+1-1=0.

e Spocitame parcialne derivacie:

oF 5 oF 1 e

— =2z — =4z

Ox 4 oy y

« Dosadime bod D = [1,1]:
or oF 1
— (L, ) =2(1)(1)=2, —(1,1)==-+12=2+#0.
S (L) =2 =2 o1 = ] +1 =27
Pouzitim vzorca dostavame:
aF
y'(1) _%@U:_g:4

CvicCenie 10. Zistite, ¢i rovnica F(z,y) = sin(z) + cos(y) — 1 = 0 definuje v okoli bodu
E = [, 3] implicitnt funkciu y = f(z), a ak 4no, najdite hodnotu y/'(7).

Riesenie. Mame F(z,y) = sin(x) + cos(y) — 1 =0 a bod £ = [, 7].

« Overenie bodu: F(7, ) = sin(m) +cos(5) —1=0+0—-1=—1#0.

Zaver: Ked'Ze samotny bod F nespliuje zadant rovnicu (F(m, %) # 0), hladand krivka tymto
bodom vobec neprechadza. Otazka na implicitni funkciu a jej derivaciu v tomto bode preto
nema zmysel.

Veta 6 (O Lagrangeovych multiplikdtoroch). Nech f : G CR* - R a ¢ : G CR" — R s1
funkcie triedy Ct, pricom G je otvorend mnzoZina. Nech M = {x € G | ¢(x) = 0} je mnoZina
urcéend vizbou a Vo(x) # 0 pre vsetky x € M. Ak md funkcia f v bode a € M lokdlny extrém
vzhladom na mnoZinu M, potom ewistuje Cislo X € R také, Ze:

Vf(a) = AVg(a)
Definicia 7 (Lagrangeova funkcia). Pre ulah¢enie vipoctov definujeme:

L(x,A) = f(x) = Ap(x)
Extrém hladdme rieSenim ststavy n + 1 rovnic: VL = 0.

Dékaz. Dokaz sa opiera o vetu o implicitnej funkcii. Podla predpokladu je Vg(a) # 0. Bez
ujmy na vieobecnosti moézeme predpokladat, Ze parcidlna derivacia podla poslednej premennej
je nenulova, teda 8i—i}(a) # 0.

Zavedme znacenie: bod x € RY zapiSeme ako x = (X,zy), kde X = (z1,...,25_1) €
RN~ a podobne pre bod a ozna¢me a = (a,ay), kde @ = (ay,...,an_1).

Aplikujeme vetu o implicitnej funkcii (Veta 2) na rovnicu g(X,zy) = 0. Z nej vyplyva, ze
existuje okolie U(a, §) C RV~1 okolie U(ay,A) C R a funkcia ¢: U(a,d) — U(ay, A) triedy
C"! také, ze pre body z tohto okolia plati:

g(i,iL'N) =0 << zy = @(f)

Mnozina M sa teda na okoli bodu a zhoduje s grafom funkcie ¢.
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Pre X € U(a, §) definujme pomocni funkciu

hx) = f(X, (X))
KedZe bod a je lokdlnym extrémom funkcie f na mnoZine M, je zrejmé, Ze bod a je volnym
lokalnym extrémom funkcie h.
Podla nutnej podmienky existencie lokdlneho extrému (Veta 1) musi platit Vh(a) = 0,
¢ize
Oh
ox;
Rozpisme parcidlne derivdcie funkcie A pomocou retazového pravidla pre derivovanie
zlozenej funkcie:

@)=0 prei=1,...,N—1. (2)

o) = 5L o) + 3 5 ).

Dosadenim X = @ a s vyuzitim faktu, ze p(a) = ay, takze (a,p(a)) = a, dostdvame

oh of af  dp
5@ = a5, ™ T 5y @y, @) (3)

ﬁalej z dokazu vety o implicitnej funkcii (Veta 5) vieme, zZe pre derivaciu funkcie ¢ plati:

Dy 7 (a)
)= &~ 4
05, = () “
Polozme teraz of
\— %(a)
2 (a)

Tvrdime, ze Vf(a) = AVg(a), ¢o znamend %(a) = /\gf, (a) pre vsetky ¢ = 1,..., N.
Overme toto tvrdenie:

e Pre i = N tvrdenie vyplyva ihned z definicie ¢isla .
e« Preie{l,...,N — 1} dosadime vztah do rovnice (3) a vyuzijeme (2):

@a

8951- 83@ orn o (a)

Zoskupenim a pouzitim definicie A dostavame:

of dg
0= A
o, B~ Ag, @)
Tym je tvrdenie 6f >-(a) = /\g—i(a) dokézané pre vSetky i a dokaz je hotovy. O

Désledok 6.1. Podla predchddzajicej vety si podozrivymi bodmi z extrému body, kde:
(1) funkcie f,g nie si hladké,

(2) Vg(x) = 0, ¢o zodpovedd situdcii, kedy mnozina I' (vseobecne (N — 1)-dimenziondlna
hladkd plocha) moéZe degenerovat,

(3) komecne body, kde plati vztah, v ktorom su gradienty f a g linedrne zdvislé.

Cvicenie 11. Néjdite extrémy f(x,y) = = + y na jednotkovej kruznici 2% + y* = 1.

Riesenie. L(z,y,\) = x+y—/\(:v P —1). L L, =1-2 =0 = 2= 4 2
Li=1-2y=0 = y=L 324’ =1 = Lith=1= 22=] = A=+1
Body: A = [*2[, *2[] (maximum) a B = [—ﬁ —?] (minimum).
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Lagrangeove Multiplikatory 3 PRIKLADY

2 Geometricka motivacia

Predstavme si problém hladania extrémov funkcie f(z,y) za podmienky (vézby), ze bod (z,y)
musi lezat na krivke definovanej rovnicou ¢(z,y) = 0. KIi¢ova tivaha:

« Uvazujme vrstevnice funkcie f, teda mnoziny Ly = {(z,y) | f(z,y) = k}.

« Hladdme najvyssiu (alebo najnizsiu) hodnotu k taki, aby sa vrstevnica Lj dotykala
véazby ¢(z,y) = 0.

« V bode extrému musia byt dotyCnice vrstevnice a vizby rovnobezné. To znamené, Ze
ich norméalové vektory (gradienty) musia byt kolinedrne.

Matematicky to vyjadrime ako:

Vi(r,y) = AVo(z,y)

kde A je neznamy skalar, ktory nazyvame Lagrangeov multiplikator.

3 Priklady

Uloha 1. Aké je maximum vyrazu = + y za podmienky 22 + y2 = 47

Uloha 2. Aké je minimum vyrazu = + y za podmienky xy = —17

Uloha 3. Aké je maximum vyrazu zy za podmienky 22 + zy + y2 = 17

Uloha 4. Aké je maximum a minimum vyrazu 8z2 — 2y za podmienky z2 4 y2 = 17?
Uloha 5. Ktory bod na priamke 3z — 5y + 7 = 0 m4 najmensiu vzdialenost od pociatku?

Uloha 6. Krabica (teda kvader bez hornej podstavy) ma povrch 12 m?, aky najvacsi moze
mat objem?

Uloha 7. Dokdzte, 7e pre vietky redlne a, b spiﬁajﬁce a+b=4plati ab < 4.
Uloha 8. Ktory bod elipsy 222 + zy + y? = 4 m4 minimalnu vzdialenost od pociatku?
Uloha 9. Aké je maximum a minimum z2y za podmienky z + 2y% = 67

Uloha 10. N4jdite najmensiu vzdialenost medzi priamkou y = x — 2 a parabolou y = z%.
Tento problém moZno formulovat ako minimalizaciu d?(z1, y1, T2, y2) = (21 — 22)? + (y1 — y2)?
s dvoma vizbami: g =y, — 22 =0a g =y — 12 +2=0.
Uloha 11. Urtte rozmery kvadra s najvac¢sim objemom, ktory je vpisany do elipsoidu:

72 2 2

Yy _
E‘i‘*-i-g—l

Uloha 12. Uvazujte funkci f = xy — 2z(2? + y?) na mnoziné M C R?, uréené podminkami
M={x*+y*+22<1}n{z >0}
(i) nacrtnéte obrazek M

(ii) urCete body podezielé z extrému uvnitt M
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(iii) urcete body podezielé z extrému na jednotlivych ¢astech hranice M
(iv) ukazte, ze globalni extrémy f na M existuji

Neni nutno vySetfovat podminky 2. fddu (Hessova matice); neni nutno dopocitavat, kde
konkrétné se extrémy nabyvaji.

Uloha 13. Uvazujte funkei f = 422 — 242 + 222 — 3yz na mnoziné M C R3, definované
M ={z*+y*+ 2" <1}

nacrtnéte obrazek M

vySetiete (lokdlni) extrémy uvniti M

urcete body podeztelé z extrému na hranici M

ukazte, ze globalni extrémy f na M existuji

Neni nutno dopocitavat, které z nalezenych bodu jsou témito extrémy.
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