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Daniel Teplan Letna Skola matematiky 2026

1 Uvod

Tento material k prednaske obsahuje 1. kratky pokec na uvod 2. zoznam ilustraCnych uloh
3. navody k uloham 4. komentare k uloham 5. zdroje.

llustrativnost’ uloh spociva v tom, Ze aby bolo mozné pokryt pestru Skalu kombinatorickych
uloh v rozsahu 3-hodinovej prednasky, z kazdého “typu” uloh sa sem zmestil najviac jeden
zastupca. Aj tak je tedria hier, tedria grafov a enumerativna kombinatorika uplne vynechana.
Kazda ilustratna uloha sa priamo vyskytla vo vysokych kolach MO, a ukazuje na nejaku
uzitonu taktiku pri rieSeni (o ktorej odporu€am si vypocut celu dihu prednasku alebo
preratat viac prikladov). Na konci je vyber dalSich uloh, ktoré by Clovek po prejdeni
prednasky mohol zvladnut.

2 Zoznam uloh

1. Hladanie t'azkej konstrukcie
Nech n je kladné celé Cislo, kde n23. Uvazujme StvorCekovy papier s rozmermi nxn, ktorého

jednotlivé StvorCeky mézu mat bud bielu, alebo €&iernu farbu. V kazdom kroku zmenime
farby piatich Stvoréekov, ktoré tvoria Utvar na obrazku v fubovolnom natoceni. Na zaciatku
su vSetky StvorCeky biele. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po kone¢nom pocte krokov
dosiahnut to, Zze vSetky StvorCeky budu Cierne.

2. Univerzalna konStrukcia

Najdite vSetky kladné prirodzené €isla n s nasledujucou vlastnostou: Vo Stvorcovej tabulke
nxn sa da vyfarbit 2n poliCok tak, Zze Ziadne z nich nesusedia stranou ani vrcholom a v
kazdom riadku aj kazdom stipci st vyfarbené prave 2 policka.

3. Optimalizacia konstrukcie
Urcte najvacsSie prirodzené Cislo n také, ze fubovolnld sanu n tetromin, z ktorych kazdé je

jedného zo Styroch tvarov na obrazku, mozno vez prekryvania umiestnit’ do tabulky 20x20
tak, ze kazdé tetromino pokryva prave Styri policka tabulky. Jednotlivé tetromina je dovolené
l[ubovolne otacat a preklapat.

4. Double counting
V tabulke nxn je v kazdom poli¢ku napisané €&islo vyjadrujuce, v kolkych pravouholnikoch sa
vyskytuje. DokaZzte, Ze sucet Cisel v celej tabulke je druha mocnina prirodzeného cisla.
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5. Pokrogilé vyuzitie invariantov
Mame nezafarbenu tabulku n*n a dané prirodené ¢islo m. V jednom tahu mézeme vzdy

zobrat' nejakych m susednych poliok v jednom riadku alebo stipci, a kazdé prefarbit:
- Ak je dané poli¢ko nezafarbené zafarbime ho
- Ak je dané poli¢ko zafarbené, odfarbime ho. Zmeni sa teda na nezafarbené.
Dokazte, Ze zafarbit' poliCka je mozné prave vtedy ak m je delitefom n.

6. Monovariant

Na kazdu s n tabuliek sme napisali nejaké celé Cislo. V jednom kroku mézeme vziat
f[ubovolné dve tabulky s rovnakym cislom, jednej priCitat 1 a jednej odcCitat 1. Mbdze sa
niekedy stat, Ze po nenulovom, ale kone¢nom pocte tahov skon&ime s rovnakymi ¢islami na
tabulkach? S akymi Cislami by sme mali zac¢inat™?

7. Analytické metédy
Obdiznikovéa podlaha je pokryta dlazdicami typov 2x2 a 1x4. Jedna sa ale rozbila a nahradili

sme ju dlazdicou druhého typu. Dokazte, Ze novymi dlazdicami sa ani po fubovolnom
preskladani nebude dat plocha vydllazdit.

8. Rekurencie

Na chodbe mame postupne izby 1, 2,...,n. Do kazdej ubytujeme jedno Cislo od 1 do n. Na
dvere kazdej izby napiSeme sucin Cisla izby a ubytovaného hosta. Plati Ze &isla su na
chodbe v neklesajucom poradi. Kolkymi moznostami sme mohli &isla ubytovat?

9. Zlozité ofarbovanie
Mame plochu 2018x2018 poli¢ok. Dokazte, Ze po odstraneni fubovolnych dvoch poli¢ok z
riadka sa zvy3na plocha nebude dat' vydlazdit tymito dielikmi:

Poteste sa vyrieSenim minulych celostatok

10:

Alica a Bohu$ hraju hru na plane so 72 polickami rozmiestnenymi po obvode kruhu. Na
zaciatku Bohu$ polozi na niektoré poliCka po jednom Zeténe. V kazdom kole najskér Alica
zvoli jedno prazdne policko a Bohu$§ potom nan musi posunut zetén z jedného susedného
policka. Ak to nedokaze, hra konci, inak nasleduje dalSie kolo. Uréte najmensi pocet
Zetdnov, pre ktory Bohu$ vie zabezpedit, Ze v hre prebehne aspor 2023 kél.

1:
Kolkymi sp6sobmi vieme &isla z mnoziny {1, 2, ..., 2n} poparovat do n dvojic tak, aby sucet
kazdej dvojice bol o jedna vacsi ako mocnina Cisla 2?7 Urite pre kazdé n.
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12:

Na kopke lezi 100 diamantov, z ktorych 50 je pravych a 50 faloSnych. Pozvali sme
svojrazneho znalca, ktory jediny dokaze rozoznat, ktoré su ktoré. Zakazdym, ked mu
ukazeme nejaku trojicu diamantov, dva vyberie a (pravdivo) povie, kolko z nich je pravych.
Rozhodnite, ¢i mézeme zaruCene odhalit v3etky pravé diamanty bez ohladu na to, ako
znalec voli posudzované dvojice.

13:

Kazdej postupnosti zlozenej z n nul a n jednotiek priradime Cislo, ktoré je po&tom usekov
rovnakych Cislic v nej. (Napriklad postupnost 00111001 ma 4 také useky: 00, 111, 00, 1.) Pre
dané n scCitame vSetky Cisla priradené jednotlivym takym postupnostiam. Dokazte, Ze

vysledny sucet je rovny
2n
1 .
(%)

3 Navody

Ak chces§, navody sa daju Citat' veta po vete. Vies tak dostat mensie napovedy miesto rovno
pointy rieSenia. Celé vzorové rieSenia sa daju dohladat podfa zdroja (ak ma zdroj).

1. Akykolvek ziskany utvar vie§S pouzit na prepinanie miesto T-Cka, a skladat z neho nové,
staCi pouzit' postupnost krokov na jeho ziskanie. Aké malé rozumné utvary vie$ ziskat' v
nekoneCnej mriezke (skus klast T-Cka tak, aby sa €o najviac vynulovali)? Ak vie$ robit
Stvorce 2x2 a 3x3, vie$ z toho zacliernit’ vSetky papiere 2kx2k a 3kx3k (okrem 3x3 - dokaz).
Skonstruuj ofarbenie, ktorym dokazeS, ze ostatné nejdu. Takéto ofarbenie by malo
obsahovat 3 farby tak, aby T-Cko robilo nejaky invariant. Stac¢i invariantny zvySok. Ako to
dovedies$ k sporu prave ked 24n ani 3/n?

2. Rozober malé pripady. Pouzi dirichleta. Predstav si velmi velku tabulku, ako by si ju za&al
vypinat zhora (zlava)? Pre aké najmensie n vie$ takyto postup aplikovat'?

3. Ohrani€¢ zhora trivialne, potom urcCite to eSte klesne, vyuzi nejaku ofarbovaciu taktiku.
Teraz vymysliet taktiku ukladania, ktora bude vzdy vychadzat. Dosiahni 100% zaplnenost
policok okrem par poslednych dielikov na konci (zvySkov), ktoré sa vyrieSia. Napriklad z
T-Cok poskladas Stvorec 4x4.

4. Chces to celé zratat’ jednym jednoduchym vzorcom. Rataj kolko existuje dvojic Stvorec -
policko v fiom. Vieme, Ze lavy kraj obdiZznika je vzdy viac nalavo ako vybraté poli¢ko, a
pravy kraj viac napravo. Aby sa vyrieSil problém s “degenerovanymi” prpadmi, chces$ sa
zaujimat o stipec/riadok ktory je tesne zvonka obdiznika. Kolko stupfiov volnosti potrebujes
vybrat z kazdého z 2 rozmerov, aby si jednoznacne urcil dvojicu? n+2 nad tromi je pekné
kobinacné Cislo.
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5. Premenna v riedeni by mala byt aj to, aké ofarbenie pouzijeme (kolko farieb bude mat).
Chces, aby sa ti zmenila parita poltu zafarbenych kazdej farby, ako bude toto spor?
Nezabudni na konstrukciu.

6. Po prvom kroku vzniknu &isla, ktorych je viac ako na zaciatku. Co bude vysledkom snahy
to opravit? Skus poéitat priemerny rozdiel od nejakého €isla.

7. Tazisko tabulky je fixne dané. Ako sa vypocita spolo&né taZisko vsetkych dlazdic? Vie sa
sucCet suradnic stredov dlazdic nezmenit?

8. Pozri sa na malé pripady, a potom skus dalSi preskumat’ tak, Ze pouzije$ uz ziskané
pozorovania o mensich pripadoch. Méze sa Cislo ubytovat v izbe s ¢islom o 2 inym? Vyjadri
rekurentny vztah, ako odpoved staéi vyjadrit matematicky znamou funkciou/postupnostou.

9. Skus jednoducho, dvoma farbami. Dieliky maju vyhodu, Ze po otoceni sa ich rozlozenie z
globalneho hiadiska moc nemeni. Pri odstraneni jedného poliéka by dloha bola lahsia, pri
dvoch musi$ udrzat’ dva-krat silnejSi invariant. Zafarbi 2 riadky vela seba rovnakou farbou.

10. M&Ze to vyzerat ako tedria hier, ale pre dobru taktiku pre BouSa bude stacit dvojfarbenie.
Nasledne sa aj bude jednoduSie ukazovat, Ze menej Zetonov stadit nebude. Alica bude
zachovavat monovariant.

11. Mbze to vyzerat ako enumeracna uloha, ale pozri sa na to od Cisla 2n. Aké bude mat’
moznosti? Aké dalSie Cisla to musia mat' podobne, a €o ostane pri zvysku Cisel?

12. Skuseny riesitel zas méze vidiet' tedriu hier. Sta¢i v8ak skonstruovat’ minimalnu funkénu
stratégiu. Co ak by si znalec dal za ciel, aby sme konkrétne 2 diamanty nevedeli od seba
nikdy odlisit?

13. Skus pocitat nie Useky ale body, v ktorych sa menia. Kolko je postupnosti s danym
bodom zmeny? Spomen si na zakladné identity o kombinacnych Eislach.

4 Komentare

1. Pri hladani konstrukcie sa &asto oplati na to ist jednoducho a modularne. Najmagickejsi
moment je jednoznacne odhadnut, kedy uz vSetko potrebné mam skonstruované, a mézem
ist dokazovat.

2. Toto je podla mna jedna zo SkaredSich MO uloh, no aj taky je zivot olympionika. Sluzi ako
ukazka toho, Ze v niektorych ulohach treba naozaj iba pomerne prvoplanovo ale
systematicky prist so silnou konstrukciou, a o3etrit detaily. Casto &im jednoduchsia a
ucelovejSia je, tym viac nas posunie k dorieSeniu ulohy.

3. Tu sa znova hlada balans medzi tym, oho sa vieme ftrivialne zbavit, a dorieSenim. Vzdy
je dobré hladat’ prvky konstrukcie, ktorymi sa nam uloha redukuje. LahSie sa nam bude
potom premostovat medzi konstrukciou a dékazom.
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4. Pokrocilé enumeracné ulohy malokedy opisuju situaciu a pytaju sa na pocet. Tak ako tu,
opis situacie si musime vytvorit’ vlastny, aby sme dokazali tvrdenie o pocte. V zasade vzdy
to znamena, Ze ideme hfadat bijekciu medzi moznym vysledkom nejakej pomerne
jednoduchej kombinatorickej operacie (kombinacie, permutacie...) a vSetkymi povolenymi
pripadmi zo zadania. Double counting sa ale Casto da pouzit ako silné kladivo aj v inych
pripadoch.

5. Aj v olympiade sa daju stretnat ulohy, kde sa abstraktne pracuje s invariantami a
ofarbovanim. Tu sa v zasade blizime k nieCommu takému, Ze iba dokazujeme, Ze bude
existovat nejak nakonstanteny dbkaz, ktory vedie k sporu. Takéto komplikacie sa Casto
dobre rieSia zovSeobecnovanim velmi konkrétnych prikladov. Vyuzivame pri tom mnoho
stupnov volnosti v podobe viacerych typov invariantov (napr. uvazujeme iba paritu vhodne
vybranych farieb).

6. Tazké Ulohy nebyvaju zaloZené primarne na monovariante, ale je to uzitoény spdsob, ako
si skratit dokazovanie niektorych tvrdeni ktoré zneju velmi oCividne, ale bez prehnaného
formalizmu sa pri nich mézeme pripravit o body.

7. Toto je naozaj pokrocilé kladivo, ktoré sa €asto da obist’ (aj tu, cez Stvorfarbenie). Nie je
moc univerzalne, skér ilustruje dost iny, prisne matematicky pristup ku na prvy pohlad viac
hravym kombinatorickym Gloham. Casto ho chceme hladat, ak to nevieme naformulovat, ale
vidime, Ze “ono to proste vzdy nevyjde rovhakym spdsobom”. Zaujimavé je, Zze ked sa na to
pozrieme hlbSie, a cez tedriu Cisel a zvysky mod 4 suradnic stredov poliok, ich taziska a
priemery, dostaneme matematiku ktora je ekvivalentna s tym, keby sme chceli ofarbovaci
pristup spisat’ uplne formalne (aké suradnice maiju poli¢ka s farbou 1...).

8. Akeékolvek linearne ulohy s peknymi malymi pripadmi sa oplati aspon skusit' riesit
rekurentne. Ide to Uplne prirodzene snahou riesit uz netrivialne pripady, alebo sa mézeme aj
cielene zamysliet, ako zavisi pripad n+1 s pripadom n (pripadne dalSimi). Zadania takychto
uloh potom vyzeraju bud tak, ze rekurencia je rozumne vyjadritefna konvenénym vyrazom,
alebo sa uloha pyta na pomerne vysoké, ale vypocitatefné n.

9. Na medzinarodnej urovni sa celkom vyskytnu takéto advanced komba, kde natipovat
dokazovaciu taktiku a jej konkrétne prevedenie je takmer nemozné. V ulohe je mozno
prekvapivo celkom dost hintov, ktoré sa daju analyzovat, aby sme prisli s napadmi ktoré
bude treba. Hlavne nejaka ta symetria dielikov (moznost farbit celé riadky) a pocet
odstranenych policok (potreba ist az na mod 4). To rieSenie sa vcelku da vyskladat
kombinaciou jednoduchSich rieSeni ktoré uz vieme mat’ natrénované.

5 Zdroje

1. CKMOA 2022/2023 - 6

2. CKMOA 2023/2024 - 5

3. CKMOA 2023/2024 - 3

4. MKS 2009/2010 3-7

5. KMS 2015/2016 Z2-7

6. Zname, bez zdroja

7. Vlastné / upravené z viacerych zdrojov
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8. Vlastné, inSpirované starym KMS
9. MEMO 2018 I-2

10. CKMOA 2022/2023 - 1

11. CPSJ 2025/2026 1-1

12. CKMOA 2016/2017 -1

13. CKMOA 2016/2017 - 4
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