Mala fermatova veta Letna Skola matematiky 2026
Daniel Teplan

Kolkymi spésobmi vieme spravit nahrdelnik (ktorému nezalezZi na rotaciach), z a r6znych
farieb o velkosti k? VyrieSte pre nekonie¢ne vela réznych a.

Spocitame rozpojené nahrdelniky (rovné pasiky): a

Chceme to delit velkostou k, ale €o ak sa tam niekedy opakuju moznosti, teda dva rézne
pasiky tvoria ten isty zapojeny nahrdelnik. Je to zlozité, no pri prvocCislach sa nam to deje iba
ak vSetky koralky su rovnaké. Inak nemdze vzniknut otocitelna vec, lebo taka musi mat
periodicky sa opakujuce Casti - teda sa da rozdelit na niekolko rovnako velkych Casti.

Z toho dostavame Ze celociselny pocéet nahrdelnikov je (a*-a)/k+a
Teda ked je k prvoc€islo, musi delit Citatel.
To je mala Fermatova veta, ktori pozname vo viacerych formulaciach:

F1: plaf-a
F2: aP=a (p)
F3: a*'=1 (p)
(F4) pla™'-1

Iny dékaz je indukciou na a vyuZzitim binomickej vety:

aP=a (p) pre a=1 trivialne plati.

Dokazme, Ze ak plati aP=a (p), tak plati aj (a+1)°=a+1 (p):

Podla binomickej vety vSetky ¢leny roznasobeného (a+1)° okrem prvého a posledného
obsahuju kombinacné Cislo s p! v Citateli. V menovateli nie je p!, preto p deli kazdé z
kombinaénych a tym padom aj v3etky ¢leny okrem prvého a posledného. Prvy a posledny
¢len su 1xa%1P+1xaPx1%=1+aP. Ostatné ¢leny mdzeme Skrtnut lebo maju zvysok 0 po deleni
p. Ostane:

1+aP=a+1 (p) -> aP=a (p), €o je predpoklad z ktorého vychadzame.

Ulohy na vyuzitie malej Fermatovej vety

1. 5**5729=7? (mod 11)

RieSenie:

F3(5,11): 5'°=1 (11), 5'%=k (11), (5"°)"=1 (11), (5'%)"=k (11)

2. Ukazte, Ze ak p#q, tak pre v3etky a plati:
pqlar-aP-at+a

RieSenie:

p|af-aP-at+a

+F1(a,p): p|a-ad

F2(a,p): pla®a®

analogicky pre q|

3. UkaZte, Ze ak p#q, tak:

a) p'+g*'=1 (pq)

RieSenie:

mod q je to F3(p,q), mod p je to F3(q,p)
prepojenie cez delitelnosti/intuitivne

b) p*+g°=p+q (pq)

RieSenie:
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pq | pi+qP-p-q
plp™+gP-p-q
plgP-q F1()
analogicky pre q|

4. Dokazte, Ze pre kazdé p>5 existuje jeho nasobok, ktory ma v zapise (v desiatkovej
sustave) iba cifru 1.

RieSenie:

F3(10,p): 10°"'=1 (p)

p|10°'-1

p|(10°1-1)/9

5. N3jdite najmensie prirodzené C&islo n take, Ze:
a) 2"=1(257)
b) 253"=1 (257)
RieSenie:
257 je prvocislo. F3(2,257): 2%°=1 (257)
Kolko méze byt 2'22? Co na druht je 1? Bud 1 alebo -1. A tak dalej...
Pri b) vyuZijeme poznatok z a)



