Entropia tlohy
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Pozndmka: X je ndhodny jav, ktory méze nadobidat koneény pocet hodnot.

1 Dokéazte nasledujiicu charakterizéciu entropie (t.j. H; = Hs):
Hi(X)=>, PX =2 log(m) a Hy(X) je spojitd funkcia, ktord

nahodnej premennej priradi kladné realne ¢islo, spliajica axiémy:

Hy(X,Y) = Hy(Y) + Ha(X[Y)
max| x|—n, (H2(X)) nastane pre X rovnomerne rozdelent na n prvkoch.

pridanim javov s nulovou pravdepodobnostou, ¢i premenovanim javov,
sa entropia nezmeni

_ H2(1 1):1

202

Navod:

indukciou dokézte Ho(X1, ..., Xg) = 328 | Ho(Xi|X<;)
Hy(gk, .. 55) =k

Pre n > m plati Ho(L,..., 1) > Hy(%,..., 1)

Pre lubovoine velké r sa d4 néjst n,m : 2" >r.k > 2™, Odvodte z
toho, ze Ha(%, ..., 1) = logy(k)

Ak X nadobuda raciondlne hodnoty, tak sa dd néjst spoloény meno-
vatel a vhodn4 uniformnd ndhodn4 premenné. Rozdelit do krabiciek,
pouzit prvy axiém a odvodit vzoréek ako pre Hj.

7o spojitosti to uz plati pre lubovolné X.

2 Hru hraju Alica a Bob. Bob si vymysli ndhodnid premennii X na hod-
notéch [n] (povie ju Alicke), ”hodi si podla nej kockou”. Alica sa snazi
zistit hodnotu, a to tak, ze si nickolkokrét vyberie podmnozinu n a Bob
jej povie, ¢i ¢islo, ktoré mu padlo, je vo vybranej podmnozine alebo nie.
Dokézte, ze priemerne sa Alica musf opytat aspoit H (X )-krét.

3 Nech A, B st ndhodné premenné s hodnotami v [n]. Povieme, ze A

je textpositkondenzovanejsia ako B, ak pre kazdé k € [n] : Zle p; >

Zle q;, pricom py, ..., Dk a q, --., g SU pravdepodobnosti ndhodnych pre-
mennych A, resp. B, zoradené vzostupne. Potom H(A) < H(B).



Ak zobrazime uniformne nghodne lubovolny strom, dobre ofarbeny ¢ervenou
a modrou, s n hranami na bipartitny graf G s ¢ervenou A a modrou B
partitou, pricom |E(G)| = aAB, tak pravdepodbnost, Ze ide o homomor-
fizmus grafov, je aspon a”.

Dajte priklad dvojice ndhodnych premennych X, Y ay €Y, ze H(X|Y =
y) > H(X). Paradox: potom v8ak H(X|Y) < H(X) (tzn. z Y sa nieco o
X dozvieme).

Nech Xi,...,X, st ndhodné premenné a nech pq,...,p, si nezdporné
redlne ¢isla so sucétom 1. Ndhodnu premennt X definujeme tak, Ze na-
jprv vyberieme index ¢ s pravdepodobnostou p; a potom vygenerujeme
premenni X;. Dokazte, ze

H(X) > pi H(X,),
=1

pri¢om rovnost nastdva prave vtedy, ked maji ndhodné premenné X1, ..., X,
rovnaké rozdelenie.

Nech A je kone¢nd mnozina a nech X a Y si ndhodné premenné nadobudajice
hodnoty v A. Pre kazdé a € A oznatme

pa:P(X:a)v Qa:P(Y:a)'

Kullbackova—Leiblerova divergencia je definovand vztahom

Diu(X[[Y) = Y pa 1og<22> :

acA
1. Dokézte, ze Dxkp(X|Y) je vzdy nezdpornd a je rovnd nule prdve
vtedy, ked maji X a Y rovnaké rozdelenie.
2. Ukézte, ze Dkp(X||Y) a Dk (Y]] X) sa mozu lfsit.
3. Dokazte, ze
11X Y] = D (X V) [ (X 2 ),
kde X ® Y oznacuje ndhodnu premennu ziskanu tak, ze vyberieme

(a,b) € A% s pravdepodobnostou p,p, (teda za predpokladu, ze X a
Y st nezdvislé).

8 Loomisova—~Whitneyho nerovnost. Nech A C X; x X5 x---x X, je kone¢na

mnozina. Pre kazdé i € {1,...,n} ozna¢me 7;(A) projekciu mnoziny A
na vSetky suradnice okrem i-tej. Potom plati

A" < TTIma(A)l.
i=1



