: Trojsten

Diofantické rovnice
Jakub Krivosik

Rozkladanie

Uloha 1. Nijdite vietky a,b € N také, Ze a? = 4b% + 13. Hinty: 77

Uloha 2. Najdite vietky a,b € N také, ze a2 + 6ab + 8b% + 3a + 6b = 2. Hinty: 77
Uloha 3. Néjdite vsetky a,b € N také, ze (ab — 7)? = a® + b?. Hinty: ??

Uloha 4. Pre kazdé kladné celé &slo n, nech s(n) je pocet usporiadanych dvojic (z, ) takych,
ze 1+ i = 1. N4jdite vSetky n také, Ze s(n) = 5. Hinty: 77

Uloha 5. Nech p, ¢ st rozne prvodisla. Njdite pocet usporiadanych dvojic celych ¢isel .y
takych, ze g + g = 1. Hinty: ??

Uloha 6. N&jdite vSetky n také, 7e rovnica 2® + y® + 23 — 3zyz = n je riesitelnd. Hinty: ??

Modula
Uloha 7. Najdite vietky prvodisla p, ¢ také, ze p* = 2¢® + 1 Hinty: 77

Uloha 8 (USAJMO 2011/1). Néjdite vSetky n, pre ktoré je 2" 4+ 12" + 2011 Stvorec. Hinty:

7?7
Uloha 9. Rieste pre a,b € N rovnicu 3* — 2° = 1. Hinty: ??
Uloha 10 (KMS 45/13/6). Néjdite vietky m,n € N také, ze 3n + 3n + 7 = m®. Hinty: ??

Uloha 11 (ISL 2002 N1). Néjdite najmensie n také, ze exisutji kladné celé xy, z,, . .. z,, také,
ze
B a4 ad = 20022007

Hinty: 77

Uloha 12 (IMO 2006/4). Najdite vietky dvojice celych ¢islel (z, ), takych, Ze:
1427 492+l — 2

Hinty: 77

Uloha 13 (USA TST 2008/4). Dokézte, ze n” 4+ 7 nikdy nie je Stvorec prirodzeného &sla.
Hinty: 77

Uloha 14 (TSTST 2017/4). Najdite vietky a,b, c,n € N také, ze 2* 4 3° + 5¢ = n! Hinty: 7?
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Diofantické rovnice

Uloha 15 (ISL 2006 N5). Néjdite vietky a,b € N také, ze:

a7—1:b5_1

a—1
Hinty: 77?7

Uloha 16. Riete pre a, € N rovnicu 2% — 5 = 11°. Hinty: 77

Uloha 17 (Austria 2023/4). Néjdite vietky n, k € N, Ze n! +n = n*. Hinty: 77

Uloha 18 (China 2005/6). N4jdite vietky nezdporné celé a, b, ¢, d, také ze:
203" —5°71 =1

Hinty: 77

Viazanie medzi mocniny

Uloha 19. Néjdite vietky a,b € N, 7e a? = 4b* + 3b + 2. Hinty: ??

Uloha 20 (MO 59-A-II1-1). Najdite vietky a,b € N, Ze a®> = 4° + 4b* + 4. Hinty: 77
Uloha 21. Nijdite vietky a,b € N také, 7e (a + 1)* = (a — 1)* + b*. Hinty: 77

Uloha 22. Dokézte, ze pre Iubovolné celé a, b, ¢ existuje nejaké prirodzené n, také, ze

Vnd3 +an2+bn+c

nie je prirodzené c¢islo. Hinty: 77

Nekonecny zostup

Uloha 23. N4jdite viekty a,b,c € N, také Ze a® + 3b® 4+ 9¢® = 3abe. Hinty: 77

Uloha 24. Majme n € Q, dokaz, ze /n € Q <= n = k% k € Q. Hinty: ??

Uloha 25 (APMO 1998/2). Dokéite, 7e pre vietky a,b € N plati, ze &slo (a + 36b)(36a + b)
nie je mocninou 2. Hinty: 77

Uloha 26. Majme a,b,c € N, také, 7ze a2 + b2 + 1 = abe. Dokézte, e ak mé rovnica rieSenie,
tak potom ¢ = 3 a ndjdite potom vsetky rieSenia. Hinty: 7?7

Pell

Uloha 27 (ISL 1999 N3). Dokazte, ze exisutju dve striktne rastice postupnosti a,, a b, také,
ze an(a, + 1) deli b2 + 1 pre kazdé n. Hinty: 77

Uloha 28. Dokézte, ze exisutje nekonecne vela n takych, ze n? + 1 deli n!. Hinty: 77

Uloha 29 (ISL 2016 N5). Nech a je kladné celé &slo také, Ze nie je $tvorec a majme rovnicu:
2 _
k= $2 a2
==y
Nech A je mnozina vsetkych kladnych celych cisel k takych, ze dand rovnost ma celociselné
riesenie také, Ze x > /a. Dalej nech B je mnozina vietkych kladnych celych ¢isel k takych,

ze dand rovnost ma celociselné riesenie také, ze 0 < x < y/a. Dokazte, Ze A = B. Hinty: 7?7

Uloha 30 (EGMO 2016/6). Nech S je mnozina vsetkych kladnych celych ¢isel n takych, Ze
n* mé delitela v n? +1,n%+2,...,n%+ 2n. Dokézte, 7e existuje nekonecne vela prvkov v S v
tvare Tm,7m + 1,7Tm + 2,7m + 5,7m + 6 a ze ziadne prvky v S nie si v tvare 7m + 3 alebo
™m + 4, kde m je celé ¢islo. Hinty: ?7?
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Vieta jumping

Uloha 31. Dokézte, e existuje nekonecne vela dvojic kladnych celych ¢isel m, n takych, ze

m+1 n+1
+
n m

je kladné celé ¢islo. Hinty: ?7?
Uloha 32. Nech a a b st celé &sla. Dokézte, ze ak

a? + b?
ab —1

je celé cislo, tak je to stvorec celého ¢isla. Hinty: 7?
Uloha 33 (HMMT 2017 AS8). Nech a a b st kladné celé &sla také, 7ze

(a+b)(a+b+1)
(ab

je celé cislo. Najdite vSetky mozné hodnoty c. Hinty: ??

Uloha 34 (IMO 2003/2). Najdite vSetky dvojice kladnych celych &isel a, b takych, ze

a2

2ab — b3 + 1
je kladné celé ¢islo. Hinty: ??
Uloha 35. Nech a a b st kladné celé &sla. Njdite vietky mozné hodnoty vyrazu
a’ + b +1
ab

ked mé celoédiselni hodnotu. Hinty: ??

Uloha 36 (Romania TST 2004/6). Ked a a b st kladné celé &sla také, ze ab # 1, tak
definujeme

a® + ab + b?

)= ———

Najdite vSetky mozné celociselné hodnoty f moze nadobudat. Hinty: 7?7

Uloha 37 (ISL 2017 N6). Néjdite najmensie kladné celé n, alebo dokazte, 7e neexistuje také

n, ze exsituje nekonecne vela réznych n-tic kladnych raciondlnych ¢isel (aq, as, . . ., a,) takych,
ze:
1 1 1
a1+a2+...+an a 7_‘_7_{_..._'_7
aq Q9 Qp,

st oboje celé ¢isla. Hinty: ??
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Velkost

Uloha 38 (IMO 2022/5). Najdite vSetky trojice (a,b,p) takych, Ze p je prvodislo a
a? =bl+p

Hinty: 77

Uloha 39 (EGMO 2021/6). Existuje prirodzené &slo a, pre ktoré ma rovnica
m m m 5
2] B =
1 2 m

viac ako milién rieSeni pre prirodzené m,n? Hinty: ??

Uloha 40 (ISL 2021 N5). Dokézte, 7e existuje len kone¢ne vela Stvoric (a, b, ¢, n) prirodzenych
¢isel, pre ktoré plati:
n[ — an—l 4 bn—l 4 Cn—l

Hinty: 77
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